D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

Losung 12

1. Zeige aus den Definitionen

eiz + efiz ) eiz o efiz
COSZ = ————— smz —= ——,
2 21

dass folgende Identitédten gelten.

a)

b)

d)

cos(z + 2m) = cos z

Losung:

Dies ist direkt aus der Definition von cosz und e!?t27) — ¢ize2mi — ¢iz
ersichtlich.

cos(z + ) = —cos z

Lésung:

Dies ist direkt aus der Definition von cosz und e!*t7) = gizem — iz
ersichtlich.

cos (z+g) = —sinz

Lésung:

Einsetzen von e!(*+3) = ¢ize¥ = jeiz und e~(**3) = e~%¢~ 31 = —je~i# in

die Definition von cos z ergibt mit der Definition von sin 2z

T ei(2+g) + e*i(er%) Z'eiz . Z'ef'iz efiz _ eiz .
c0s<z+—>: = = - = —sinz.
2 2 2 2i
sin(z + 27) = sin z
Lésung:
Dies ist direkt aus der Definition von sinz und e/(*12m) — gize2m — ¢iz
ersichtlich.
sin(z+7) = —sinz
Lésung:
Dies ist direkt aus der Definition von sinz und e!Gt™ = gize™ = _¢i2
ersichtlich.

Bitte wenden!



. .
f) sin (24 %) = cosz

Losung:

Einsetzen von e*+3) = ¢ize¥ — jei* und e 1(*+3) = ¢~i7¢= 5 — _je~iz in

die Definition von sin z ergibt mit der Definition von cos z

‘ T ei(z—i—%) _ e—i(Z—l—g) ie? 4 je e 4 e=i?
sm(z—i——)z - = - = =CoSz.
2 21 21 2

2. Zeige

a)

b)

sin z — sinw = 2 cos (Z;w) sin (Zgw)

Lésung:

Sei s = #5% and t = %5%. Das Additionstheorem fiir sin (Serie 2, Aufgabe
3, a und c) ergibt

sinz = sin(s +t) = cos ssint + sin s cost

sinw = sin(s —t) = —cos ssint +sinscost .
Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist die gesuchte Identitét

sinz — sinw = 2cosssint .

sin z ist auf [—g, g} streng monoton wachsend.
Lésung:
Sei =7 <w <z < 7. Dann gilt

7r<z+w<7r 0 < Z—wW
2 2 2 2

<

bo | 3

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass cos auf (—g, g) und sin auf (0, 7) strikt

positiv ist. Also ist cos (ZJ;“”) > 0 und sin (Z_Qw) > (0 und wegen a sin z —
sinw > 0. Es folgt, dass sin auf [—g, 5| streng monoton wachsend ist.

Bemerkung: In der Vorlesung wurde mit derselben Methode gezeigt, dass
cos auf [0, 7] streng monoton fallend ist.

tan z ist auf (—g, g) streng monoton wachsend.

Lésung:

Sei 0 <w < z < 3. Nach a gilt sinz > sinw. Weiter gilt 0 < cosz < cosw.
Es folgt

sin z sin w
tan z = > =tanw .
CoS 2 cosw

Siehe nichstes Blatt!



Wir haben gezeigt, dass tan auf [0, %) streng monoton wachsend ist. Wegen

tan(—z) = —i:)r;((:‘;)) = —202 — _tang gilt
tan(—z) = —tan z < — tanw = tan(—w)

und deshalb ist tan auf (—%, O] ebenfalls streng monoton wachsend.

d) tan: (—Z,2) — R ist surjektiv.

2172
Lésung:

tanx = % ist als Quotient stetiger Funktionen eine stetige Funktion
(—g, g) — R. Nun geht tanx = % firx — 5, x < 7, gegen 400, da sinz
gegen 1 und cosz gegen 0, cosz > 0, geht. Also geht tanz = — tan(—x)

fir v — —3, * > —7, gegen —oo. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen (Vorlesung) existiert fiir jeden Wert ¢, —0o < ¢ < 400, ein z,
so dass f(x) = c gilt. Also ist tan z surjektiv.

3. Sei arctan : R — (—g, %) die Umkehrfunktion des Tangens. Das Ziel dieser

Aufgabe ist die Machinsche Formel

Z—4rtn 1 — arctan L
4—aca 5 arcta 539 )

a) arctan(z) + arctan(y) = arctan (fjvyy)
Lésung:
Wir verwenden, dass tan : (—%, %) — R nach Aufgabe 2c injektiv und
nach 2d surjektiv, also bijektiv ist. Deshalb existiert die Umkehrfunktion

arctan : R — (=%, %) und ist bijektiv. Sei ¢ = arctan(z) und d = arctan(y).

Die Formel ist dann

Zeige

ta tan d
c+d:arctan( nettan )

1 —tanctand
oder dquivalent

tanc + tand

t d)=—---—
an(c + d) 1 —tanctand

Diese Formel ist das Additionstheorem fiir Tangens, welches in Serie 2, Auf-
gabe 3 b, gezeigt wurde.

Bitte wenden!



b)

1 5

2arctan ( — | = arctan ( —
() =owemn ()
9 arct 5 B ) 120
arctan 5= arctan 119

tan(1) + arctan { — ) = arctan ( ~22
arctan arctan 239 — arctan 119

Lésung:
Fiir die erste Gleichung setzen wir x =y = l in die Formel aus a ein und
1,1
7+7 .
berechnen >+ = 12 Fiir die zweite Glelchung setzen wir ¢ = y = 1—52 in
5 5
+2 1 g :
die Formel ein und berechnen 12T12g = %. Fiir die dritte Gleichung setzen
12 12
: 1 I+535 120
wir 2 = 1 und y = 5 in die Formel ein und berechnen ;—#* = {75.
239

c) die Machinsche Formel.
Lésung:
Wir bemerken tan (%) = 1 oder édquivalent arctan(1) = § und erhalten aus
der dritten Gleichung in b

™ 120 1
— =arctan | — | —arctan | — | .
4 (119> (239)

Aus der ersten und zweiten Gleichung in b finden wir arctan (38) = 4 arctan (%)
und damit die Machinsche Formel.
Bemerkung: Mit der Machinschen Formel und der Reihe

k 2k+l

t =
arctan r 2/{:+1

Mg

k=0

lasst sich 7 einfach numerisch berechnen.



