D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

Lo6sung 13

1. Berechne die Ableitung der Funktion, wenn diese existiert.

a) wint
Losung:
Wir verwenden wiederholt die Produkt-, Quotienten- und Kettenregel fiir

die Ableitung (Vorlesung) und die folgenden bekannten Ableitungen
(z*) =az* ', acR

1
(") =¢" (Inz) ==,2>0
T

1
(sinz) =cosz (cosz) = —sinz (tanz) =1+ (tanz)® = (cosa)?
Mit der Quotientenregel findet man
?+z+1 /_ (> +2+1)(x-1)— (> +2+1)(z—1)
x—1 B (x —1)2
e+ 1)(r—1)— (22 + 2+ 1)1 3
- 10
(z = 1) (z = 1)
b) In(|z])
Losung:
Fiir £ > 0 gilt |z| = 2 und folglich (In(|z|))" = (In(z))’ = <. Fiir z < 0 gilt
|z| = —z und folglich (In(|z])’ = (In(—z))' = -+ = 1.
c) ——
14ec?+1
Lésung:

Mit der Kettenregel fiir die Funktion  findet man

2 2 __ 1 _1
<1+eﬁ> (1—’—6%“) <I2+1)26 leJrl _|_2_|_ez2+1

/ -\’ J S
( 1 > - (1+612+1> B (I21+1)/€E2+1 B 2 1

i —
14 e=?+1

Bitte wenden!



d)

f)

g)

h)

z|3—5|z|

22 +[z]
Lésung:

Sei > 0. Dann ist |z| = x und folglich mit der Quotientenregel

<|x|3—5yx|)’ :(x2—5)/_2x(x+1)—(x2—5)1_ 4

= =1 .
2 1 [a] Tl CESE HRCESE

Genauso findet man fiir x < 0

(\xy3—5yx\)’ _ (—x2+5)/ _(—22)(x — 1) — (2% +5)1 4

2 4 |z| r—1 ) (x—1)2 T (=12

In ()
Lésung:

Mit der Ketten- und Quotientenregel findet man

<1n (1”))’ () 10— -(ranl-a 2

11—z Lz (1 —xz)? l+z 1-22°

11—z

Alternativ berechnet man mit der Kettenregel

<1n(1+$)>/:(1n(1+x)—ln(1—x))/— I :1—2332'

—x 14z 11—z

In(1+4=x)
In(1—2x)
Lésung:

Mit der Quotienten- und Kettenregel findet man

<ln(1 + x))' (In(142))In(1 —z) —In(1 4+ z)(In(1 — x))’

In(1 — x) (In(1 — x))?
B 14%:1: In(1 —2z) +In(1 +2)7=
(In(1 — x))?
zsin (1)
Losung:

Mit Produkt- und Kettenregel findet man

(i () -0 () o (Y e (2) o (2) 22

tan (e”)
Lésung:
Mit der Kettenregel findet man

(tan (e”)) = (%) tan’(e”) = e*(1 + tan(e®)?) .

Siehe nichstes Blatt!



2\ ef—e” "
1) eT4e—T
Losung:

Mit der Quotienten- und Kettenregel findet man

(ex _ e—r)’ (€% — e=2)(e® + e~%) — (€% — e~7)(e + e~

et +e (e + e—*)2
(e tem)(ef+e) — (e —e ") (e —eTT) 4
- (eaz +€—x>2 - e2 +6—2x +2 ’

J) (In(z))”
Lésung:
Wir bemerken (In(z))* = ¢*®(®) ynd finden mit der Ketten- und Pro-
duktregel

en(ln(z))\’ _ 1 xin(In(z)) _ (In(z))"\ s
(e = (2 In(In(x))) e @) = (11n(ln(x))+xm)e (In()

::Omm@»+Ti—)am@yzwm@nmm@»+1mm@y4.

n(z)
k) z%
Lésung:
Wir bemerken 2% = e*™®) und finden mit der Ketten- und Produktregel

(emn(z))/ = (z1n(z))e*™® = (11In(x) + xi)xx = (In(z) + 1)z" .

Wegen 2%° = e (®) erhalten wir mit der Ketten- und Produktregel

(e” ln(z))/ = (z"In(z))’ *" 0@ = ((ln(x) + 1)z% In(x) + xwl) "

T

1 .
:ngmﬁnm@+—)ﬂmﬂlt
x
1) sin(1 + cos(z? + 1))
Lésung:
Wir berechnen mit der Kettenregel

(sin(1 + cos(z* + 1)))/ = (1 + cos(x?® + 1)) cos(1 + cos(z® + 1))
= (22 +1)'(—sin(2z? + 1)) cos(1 + cos(2? + 1))
= —2zsin(z? 4 1) cos(1 + cos(z? + 1)) .

Bitte wenden!



€T
m) s
Lésung:
Wir berechnen mit der Quotienten- und Kettenregel

( T )/ o Vat+l—avat + T C Vat 1 —a(4a®)5 (et + 1)~z

zt+1 zt+1 2441
o 1-at
(x4 +1)2
(x6+1)%
Il) x5+x%+1
Losung:

Wir berechnen mit der Quotienten- und Kettenregel

(25 + 1)1 / _ 62° 3 (a8 + 1)1 (2 + x5 +1) — (28 + 1)1 (52t + %x%ﬂ)
254+ 3 + 1 (2% + 23 + 1)2
 —32'0+ 192 + 2725 — 302" — x5
6(20 4 1)7 (25 + 23 + 1)2 '

0) L
T+ z+%
Lésung:
Wir vereinfachen zuerst den Bruch
1 z(2*+2)
v+ —— a3+ 1
z+%

und verwenden dann die Quotientenregel

w(z?+2) 1\ _ Be?+2)(a" +32° + 1) — x(2® + 2)(4a® 4 6x)
(x4+3x2+1) B (z4 4 322 + 1)2
—a8 — 32t — 322 + 2
(x4 + 322 +1)2

P) ———— (unendlich fortgesetzt), z > 0
=

Lésung:

Die gegebene Funktion erfiillt f(z) = #(w) Wir 16sen diese quadratische

Gleichung nach f(z) auf und erhalten f(z) = =2Eve-+d 59”2+4. Wenn z > 0 ist, so
ist f(x) > 0, also gilt dann f(x) = =2E¥z—+2 VQQJZH. Mit der Kettenregel berechnen

Siehe nichstes Blatt!



wir die Ableitung

/
—r+VaZra) 1 1 A ,
TEVE ) (L4 (20)= (2?4 4) :—(—1+x(x2+4)*5)
2 2 2 2
P+ ar—4
2(x2 +4)2

2. Bestimme die globalen Maxima und Minima der Funktion.

a)

b)

f:[-1,4 — R, f(z) = 32* — 1623 + 1822

Lésung:

Die Funktion f ist ein Polynom und deshalb {iiberall differenzierbar mit
Ableitung f'(z) = 1223 — 4822 + 362 = 12z(2* —4x+3) = 122(x —1)(x —3).
Die Ableitung f’(z) verschwindet also in z = 0,1,3. Die entsprechenden
Funktionswerte f(0) = 0, f(1) = 5 und f(3) = —27 zusammen mit den
Randwerten f(—1) = 37 und f(4) = 32 enthalten die globalen Maxima
und Minima von f (Vorlesung). Das globale Maximum von f ist demnach
f(—=1) = 37 und das globale Minimum ist f(3) = —27.

22—z z<-1

1=2,2| = R, f(z) =

fi-2.2 - R, (@) {_IQ o

Lésung:

Die Funktion f ist stiickweise ein Polynom und folglich ausser in z = —1

differenzierbar. Die Ableitung ist

f,(w):{ 1 z<-1

2z x> -1

und verschwindet also nur fiir x = 0. In x = —1 ist die Funktion stetig, aber
nicht differenzierbar. Die globalen Maxima und Minima von f befinden sich
unter den Funktionswerten f(0) = 0, f(—1) = —1 und den Randwerten
f(=2) = 0 und f(2) = —4. Das globale Maximum von f ist also f(0) =
f(—2) = 0 und das globale Minimum ist f(2) = —4.

f:[-2,0.5] = R, f(z) wiein b.

Lésung:

Wegen b ist nur noch der Randwert f(0.5) = —}L zu bestimmen. Das globale
Maximum von f ist mit den Resultaten aus b f(0) = f(—2) = 0 und das
globale Minimum f(—1) = —1.

Bitte wenden!



3. Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass die Funktion

h(x):<1+§)x,w>0

streng monoton wéchst. Zeige

a)

b)

d)

f(z) =In(1 + ) — ¢ erfiillt f(0) =0 und f'(x) > 0 fiir z > 0.

Losung:

Einsetzen ergibt f(0) = 0. Wir berechnen die Ableitung mit der Ketten-
und Quotientenregel

1 I(14+2)—21 =z

“Thr G4a2 agap

f'(x)

Es gilt f(z) > 0.

Lésung:

Dies ist eine direkte Konsequenz aus a, da f’(z) > 0 fiir > 0 impliziert,
dass f(z) streng monoton wichst. Also gilt f(z) > f(0) = 0.

Es gilt ¢'(z) = f (%) fiir g(z) = zIn(1+ 1), also ist g streng monoton
wachsend.

Lésung:

Wir berechnen die Ableitung von ¢ mit der Produkt- und Kettenregel

() =1In 1—1—1 —|—:c_”%2 =1In 1—1—1 !
g B x 14+1 x r+1

T

1 + (1

Tatséchlich folgt nun mit b wegen ¢'(z) = f (%) > (, dass g streng monoton
wachsend ist.

h(z) = €9 ist streng monoton wachsend.

Lésung:

Wegen (e”)' = e* > 0 fiir alle reellen z ist ¢” streng monoton wachsend. Sei
y > x. Mit c ist g(y) > g(x) und deshalb h(y) = eI > h(z) = /@), Wir
haben gezeigt, dass h streng monoton wachsend ist.



