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Serie 6

IRREDUZIBILITAT IN POLYNOMRINGE, ELEMENTARTEILER, MODULN

Erinnerung: ** bedeutet: Geht iiber den Standardstoff hinaus. Besprechen Sie Thre
Losung mit Prof. Pink.

1. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a)
(b)

*(c)

X2+ 2X?+3X — 1€ QX]

X34+ 8iX?2—6X — 1+ 3i € Z[i][X]

Hinweis: Benutze Serie 5, Aufgabe 1. (c).
Xt+Ym4 Zn e CIX,Y, Z] fiir beliebige £,m,n > 1.

Lagrange-Interpolation: Sei K ein Korper und seien ay, . . ., a,, € K paarweise
verschieden. Zeige, dass es fiir alle by,...,b, € K genau ein Polynom f €
K[X] vom Grad < m mit f(a;) = b; fur alle 0 <i < m gibt.

Hinweis: Benutze die Vandermondsche Determinante oder betrachte fiir 0 <

1 < m die Polynome
m

[[-—=
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Zerlege X° 4+ X* + 1 € Z[X] in Primfaktoren mit folgendem Verfahren.

Ezplizite Primfaktorzerlegung nach Kronecker: Sei f € Z[X] ein primitives
Polynom vom Grad n. Wir nehmen an, f habe eine (noch unbekannte) Fakto-
risierung f = g-h mit g, h € Z[X] und m := deg(g) < §. Um diese zu finden,
wéhlen wir irgendwelche paarweise verschiedene ay, ..., a, € Z. Dann muss

g(a;)|f(a;) in Z fur alle i gelten. Falls f(a;) = 0 fiir ein ¢ ist, kann X — a;
von f abgespaltet werden und mit % weiter gearbeitet werden. Andern-
falls hat f(a;) fiir jedes ¢ nur endlich viele Teiler in Z. Fiir jedes System
von Teilern b;|f(a;) liefert (a) hochstens einen Kandidaten fiir ¢ in Z[X] mit

g(a;) = by, fiir den man testet, ob er f teilt.

Beschreibe einen analogen Algorithmus fiir Polynome in beliebig vielen Va-
riablen iiber Z.

3. Finde die Elementarteiler und die zugehorigen Matrizen U,V fiir die Matrix

47
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4. Fiir jede natiirliche Zahl ¢ und jede (m x n)-Matrix A iiber einem Hauptidealring R
sei dy(A) der grosste gemeinsame Teiler aller (¢ x £)-Unterdeterminanten von A.
Zeige, dass fiir alle Matrizen U € GL,,(R) und V' € GL,,(R) gilt de(UAV') ~ dy(A).
Folgere, dass die Elementarteiler von A bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt
sind.

5. Zeige: Fiir alle n > 1 und a4, ..., a, in einem Hauptidealring R sind &dquivalent:

(a) geT(ay,...,a,) ~ 1.
(b) Es existiert eine Matrix in GL,,(R) mit erster Spalte (ay,...,a,)T.
6. Zeige oder widerlege fiir jedes n: Jede Matrix in GL,(Z) ist ein Produkt von
Matrizen der Form
(a) Diagonalmatrizen mit Diagonaleintrégen +1,
(b) Permutationsmatrizen, oder
(c) Dreiecksmatrizen mit Diagonaleintrégen 1, einem weiteren Eintrag +1, und

allen iibrigen Eintrégen 0.

7. Beweise: Fiir jeden Homomorphismus ¢: M — N von Moduln iiber einem Ring R
gilt:

(a) Kern(p) :={m € M | ¢(m) = 0} ist ein Untermodul von M.
(b) Bild(y) ist ein Untermodul von N.

v ist injektiv genau dann, wenn Kern(yp) = 0 ist.
d) ¢ ist surjektiv genau dann, wenn Bild(p) = N ist.

)
)
(c)
(d)
)

(e) Beweise den Homomorphiesatz fiir Moduln: Jeder Homomorphismus ¢: M —
N von R-Moduln induziert einen Isomorphismus von R-Moduln

M/ Kern(p) — Bild(p), m + Kern(p) — o(m).

**#8. Sei R ein Ring. Zeige:

(a) (Z/mZ) @z (Z/nZ) = (Z) ggT(m,n)Z) fiir alle m,n € Z>°.

(b) Seien M und N freie R-Moduln vom Rang r bzw. s. Dann ist M @z N ein
freier Modul vom Rang rs.

(c) Sein € Z?°. Dann gilt:

0, wenn n # 0 ist,
Q, wenn n = 0 ist.

Z/nZ@ZQ%’{



