D-MATH Algebra I HS 2015
Prof. Richard Pink
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Serie 12

SUBNORMALREIHEN, KOMPOSITIONSREIHEN, AUFLOSBARE GRUPPEN,
SEMIDIREKTE PRODUKTE

(a) Gib eine Kompositionsreihe der Diedergruppe D;s an.

(b) Sei p eine Primzahl. Gib eine Kompositionsreihe der Matrixgruppe

1 b
G = 0 c . a,b,c € L/pZ
0 1

O = Q

an.
(c¢) Finde alle Kompositionsreihen der Diedergruppe Dj.
Die absteigende Zentralreihe einer Gruppe G ist induktiv definiert durch GI% := @
und
G =[G, 6 = ({lg. ¢ g € G, ¢ € GI™),
Existiert ein m mit GI™ = 1, so heisst G nilpotent.

(a) Zeige, dass jedes G "] die entsprechende hohere Kommutatoruntergruppe G
enthélt.

(b) Folgere, dass jede nilpotente Gruppe auflosbar ist.

(c) Zeige, dass die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL, (K) mit allen
Diagonaleintrdgen 1 nilpotent ist.

(d) Zeige, dass die Untergruppe aller oberen Dreiecksmatrizen in GLo(K') auflosbar,
aber nicht nilpotent ist, wenn |K| > 2 ist.

(e) Zeige, dass jede Untergruppe und Faktorgruppe einer nilpotenten Gruppe auch
nilpotent ist.

Die aufsteigende Zentralreihe einer Gruppe G ist induktiv definiert durch Zp :=1
und

Zivyy ={2€G|VgeG: gz €Z}

(a) Zeige, dass fur alle ¢ > 0 gilt Z; < G.

(b) Zeige, dass G genau dann nilpotent ist, wenn ein n existiert mit 7, = G.

Zeige, dass fiir jedes n > 1 die Gruppe der orthogonalen Matrizen O,(R) das
semidirekte Produkt SO, (R) x Cy ist.
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5. Sei ¢ ein n-Zykel in S,,.

(a) Bestimme den Zentralisator Centg, ((0)).

(b) Bestimme den Normalisator Normg, ((¢)) als semidirektes Produkt, mit Grup-
penordnung und Struktur.

6. (a) Bestimme die Gruppenstruktur von (Z/8Z)*.

(b) Bestimme die Isomorphieklassen aller Gruppen der Ordnung 16, welche ein
semidirektes Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung 8 mit einer Grup-
pe der Ordnung 2 sind.



