D-MATH Algebra | HS 2015
Prof. Richard Pink .
Musterlosung 5

EUKLIDISCHE RINGE, POLYNOMRINGE, IRREDUZIBILITAT IN POLYNOMRINGE

1. Betrachte den Ring R := Z[i] C C mit der sogenannten Normabbildung
N:R— 77" a+biv (a+0bi)(a—bi)=a®+ b

(a) Zeige, dass R ein euklidischer Ring beziiglich N ist.

(b) Bestimme ggT(2 — 4,2 +¢) und ggT(28 + 10i,8; — 1) in R.

(¢) Schreibe —1 4 3i als Produkt von Primelementen aus R.

*(d) Zeige, dass jedes Primelement aus R genau eine Primzahl p € Z teilt.
)

(e) Sei p € Z eine Primzahl mit p = 3 (mod 4). Zeige, dass p ein Primelement
von R ist.

(f) Zeige, dass F3[X]/(X? + 1) ein Kérper mit 9 Elementen ist.
Lésung:

(a) Wir iiberpriifen, dass NV eine euklidische Normfunktion ist. Seien dafiir z,y €
R mit y # 0. Es existieren a,b € R, so dass % = a+ bi gilt (in der Tat liegen
a und b in Q). Wahle m,n € Z mit

DN | —
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|a—m|<§ und |b—n| <

und setze ¢ := m + ni und r := x — yq. Nach Konstruktion haben wir

e mP (b7 < <%>2+(%)2<1.

Somit ist x = yq + r mit

i
- —4q
)

2

< N(y).

N(r) = |z — yq> = N(y) - g—q

Also ist N eine euklidische Normfunktion auf R und R ist ein euklidischer
Ring.



(b)

Anwenden des euklidischen Algorithmus beziiglich der Normfunktion N er-
gibt
2—i=(2+44)-(1—d)—1 mit N(—=1) < N(2+71),
also ggT(2 —1i,2+1i) = ggT(2+14,—1) = 1.
Weiter erhalten wir
284100 = (8 —1)-(1 —4i)+ (=3 —2¢) mit N(—3 —2i) < N(8& — 1),
8 —1 = (=3—2i)-(—=1—2i)+0,

und somit
geT(28 4 104,8; — 1) = ggT(8¢ — 1,—3 — 24) = ggT(—3 — 2i,0) = 3 + 2i.

Die Normfunktion N : R — Z7° m + ni — m? 4+ n? = |m + ni|? ist multipli-
kativ, d.h. sie erfiillt

Va,B € R: N(ap) = N(a)N(B)

Daher erfiillen alle Einheiten v € R* die Bedigung N(u) = 1. Umgekehrt
sind die Einheiten 1, —1,4, —i die einzigen Elemente v € R mit N(u) = 1.
Daher haben wir

ueE R < N(u)=1 <= ue{£l,+i}.

Da N(—1 + 3i) = 10 gilt, kann —1 + 37 hochstens als Produkt von zwei
Elementen u,v € R~ R* der Norm 2 und 5 geschrieben werden, die nach
der Multiplikativitdt von N unzerlegbar sein miissen. Eine solche Zerlegung
ist beispielsweise durch

—1+ 30 = (1+)(1 + 20)

gegeben. Der Ring R ist als euklidischer Ring faktoriell. Daher sind unzerleg-
bare Elemente prim und obige Darstellung ist eine (bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutige) Zerlegung von —1 + 3i in Primelemente.

Sei m € R prim. Da 7 keine Einheit ist, gilt N(7) > 1, also hat N () eine
nicht-triviale Primfaktorzerlegung N () = py - - - pr. Wegen 7 -7 = N(m) und
da 7 prim ist, teilt 7 somit mindestens eine der Primzahlen p;.

Nehmen wir nun an, 7 teile zwei verschiedene Primzahlen p und ¢q. Da N
multiplikativ ist, teilt N(7) also N(p) = p* und N(q) = ¢*; somit ist aber
N(m) = 1; Widerspruch.

Sei p € N eine Primzahl mit p = 3 (mod 4). Da p keine Einheit ist, hat p einen
Primteiler 7 := x + yi € R, und da N multiplikativ ist, gilt N(7)|N(p) = p*.
Da 7 keine Einheit ist, gilt N(7) # 1. Der Fall N(7) = 2% + y* = p ist
ebenfalls ausgeschlossen, da Quadratzahlen modulo 4 kongruent zu 0 oder zu
1 sind. Folglich gilt N(w) = p?> = N(p). Schreiben wir p = o - 7 in R, so
folgt aus der Multiplikativitdt von N, dass N(«) = 1 gilt, also sind p und =
assoziiert, und somit ist p ebenfalls prim in R.
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(f) Seien f,g € F3[X] mit X?+1 = f-g. Dann gilt deg f+deg g = 2, und da X?+1
in F3 keine Nullstellen hat, gilt deg f,deg g # 1. Also ist f oder g eine Einheit
von F3[X]. Damit haben wir gezeigt, dass X? + 1 irreduzibel ist. Weil F3[X]
ein Hauptidealring ist, folgt, dass dass das Ideal (X?+1) C F3[X] maximal ist;
also ist F3[X]/(X?+1) ein Kérper. Die Menge {aX +0b | a,b € F3} C F3[X] ist
ein Reprisentantensystem von F3[X]/(X?+1), also ist [F3[X]/(X?+1)| = 9.
Variante: Wegen Fy = 7,/37 gilt

F3[X]/(X? +1) 2 Z[X]/(3, X* + 1) = (Z[X]/(X* +1))/(3) = R/(3).

Nach (e) ist 3 € R prim, also ist das Ideal (3) ein vom Nullideal verschiedenes
Primideal. Da R ein Hauptidealring ist, ist (3) sogar ein maximales Ideal. Also
ist R/(3) ein Korper.

Die Menge {a + bi | 0 < a,b < 2} C R ist ein Représentantensystem von
R/(3), also gilt |[R/(3)] = 9.

2. Zeige, dass die Anzahl der Divisionen im euklidischen Algorithmus fiir ganze Zah-
len a; > ay > 0 die Grossenordnung O(log aq) hat.

(Hinweis: Zeige, dass die k-te Zahl aj der durch den euklidischen Algorithmus
produzierte Folge grosser oder gleich der (m — k)-ten Fibonacci-Zahl ist, wenn die
Folge mit a,, = 0 endet.)

Losung: Let aq,...,a, be the numbers obtained by the euclidean algorithm with
Gm—1 > Gy = 0. Then for all 1 < k < m — 2 we have ay_1 = qrag + agyq with
qr = 0 and 0 < agy1 < ag. So the sequence is strictly decreasing, and so all g, are
positive.

Let Fy, FY, ... be the Fibonacci numbers with Fy = 0 and F; = 1 and F), =
Fi_1 + F_5 for all £ > 2. We claim that a, > F,,_; for all 1 < k& < m. Indeed,
that is already clear for k = m and k =m — 1. If 2 < k < m — 1 and the claim
holds for k£ and k + 1, we calculate

p—1 = Qrk + Qg1 = g + Qg1 2= Fopp + Fompm1 = Fpp

Thus the claim follows by downward induction on k. On the other hand it is known
that

ot — (=)

V5

with the Golden Ratio ratio ¢ := 1 - (1+ v/5). Here (—¢p)~* — 0 for k — oo, and
so log I}, = klog ¢ + O(1). Therefore

Fp =

loga; > log Fy,,—y = mlogy + O(1)
or equivalently
log a,
m <
log ¢
The number m — 2 of divisions thus satisfies the same inequality.

+ O(1) = O(log ay).
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3. Bestimme die Einheitengruppe des Rings (Z/4Z)[X].
Lésung: We claim that

(Z/AZ)[X) = {1+2f | f € Z/4Z[X]}.

“C”: Consider the ring homomorphism ¢ : (Z/4Z)[X]| — (Z/27)[X] attained by
reducing coefficients modulo 2. Since Z/2Z = Ty is a field, we already know that
(2)2Z)[ X" = (Z/2Z)* = {1}. On the other hand, as a ring homomorphism ¢
maps units to units. Thus for all g € (Z/4Z)[X]* we have ¢(g) = 1, and so ¢ has
the desired form.

“D7: Let g := 1+2f for some f € (Z/4Z)[X]. Then we have g = 1+4f+4f? =1,
so ¢ is a unit in (Z/4Z)[X].

4. Sei R ein Integritdtsbereich. Ein Polynom der Form f(X) = Z; a; X" in R[X] =
R[X1,...,X,], bei der die Summe sich nur iiber Multiindizes i = (iy,...,4,) mit
>, 1, = d erstreckt, heisst homogen vom Grad d.

(a) Zeige: Das Produkt zweier homogener Polynome vom Grad d und d’ ist ho-
mogen vom Grad d + d'.

(b) Zeige: Jeder Teiler eines von Null verschiedenen homogenen Polynoms ist
selbst homogen.

(c) Fiir welche a € R ist das homogene Polynom
X2+ Y?+ 722 +aXY +aXZ+aYZ € RIX,Y, 7]

irreduzibel?
Lésung:

(a) Let f(X):=>;a; X" and g(X) := Z; b; X’ be homogeneous of degree d and
d' respectively. Then

f(X)g(X) = Z/E(Z;Jrizk%bz)iﬁ-

For each k occuring in the sum, we have > k, = > i, +>  j, =d+d.
Thus fg is homogeneous of degree d + d'.

(b) Let f € R[X] be a divisor of a non-zero homogeneous polynomial. Then there
exists a g € R[X] with fg homogeneous of some degree D. Write f and g as
the sum of their homogeneous components:

f = Zégo fe:
9 = 2;'9096’7



where f. and g are homogeneous of degrees e and ¢’ repectively. Then
fg = E/E>0 Z/e+e’:Ef€g€/

By (a) each Hg := Y. ._p f.ge is homogeneous of degree E. Since f and g
are non-zero, there exist e; and e} maximal such that f.,, g # 0. Furthermo-
re, we can find ey and e; minimal such that f,, g, # 0. With E} 1= e, + ¢}
and Ey := ey + e we then have Hp, = felgef1 and Hg, = feogeé. Since R
and hence R[X] is an integral domain, these products are non-zero. Since by
assumption Hg = 0 for all £ # D, we must have D = e; + €| = ¢y + €,
which is possible if and only if e; = ey; so that f is homogeneous of degree
€0.

Wir suchen diejenigen a € R, fiir welche das Polynom reduzibel ist. Seien
also f, g € R[X,Y, Z] nicht-Einheiten mit

fo=X>+Y?+2°4+aXY +aXZ+aYZ.

Nach (b) sind f und g homogen vom Grad d bzw. d’. Der Grad von X? +
Y2+ Z%4+aXY +aXZ+aY Z ist 2; nach (a) gilt also d+d = 2. Da f und g
keine Einheiten sind, gilt zudem d,d’ > 0, also d = d’ = 1. Wir machen den
Ansatz f = b X + bY +b3Z und g = 1 X + oY + ¢3Z. Dann ist also

fg = bier X2+ bycoY? + byez Z°
+(b102 + bzcl)XY + (blcg + bgcl)XZ + (6203 + bgcg)YZ.

Also erhalten wir die Gleichungen
(blcg + szl) = (5163 + b361) = (5203 + 5362) = a,

blcl == b262 = 5363 =1.

Nach der zweiten Zeile konnen wir ¢; = b;', ¢y = b, und c3 = b; ' schreiben.
Die erste Zeile wird dann zu

biby '+ bobt = biby !t + babyt = boby ! + baby ! = a.
Aus der Gleichheit biby* + baby ' = biby ' 4 bsb; " folgt by = by und somit ist
a = bybs ! + b3by b = 2.

Das Polynom X? + Y2+ Z2 + aXY +aXZ + aY Z ist also irreduzibel, falls
a # 2 gilt. Fiir a = 2 hat es die nicht-triviale Faktorzerlegung

X2 4 Y24 22 42XY 42X24+2YZ = (X +Y + 2)%



5. Bestimme alle irreduziblen Polynome vom Grad < 5 in Fy[X].

Lésung:

e Klarerweise sind die linearen Polynome X, X + 1 € Fy[X] irreduzibel.

e Ein Polynom f € Fy[X] mit deg(f) € {2, 3} ist genau dann irreduzibel, wenn
es keine Zerlegung f = ¢ - h mit Polynomen g, h € Fo[X] mit deg(g) = 1 und
deg(h) € {1,2} gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn f keine Nullstelle in
F5[X] hat. Somit sind die irreduziblen Polynome vom Grad 2 und 3 in Fy[X]
genau durch X2+ X + 1, X3+ X2+ 1, X3+ X + 1 gegeben.

e Ein Polynom f € Fy[X] mit deg(f) € {4,5} ist genau dann irreduzibel, wenn
es keinen Primfaktor vom Grad 1 hat, und es nicht Produkt von irreduziblen
Polynomen vom Grad 2 oder 3 ist. Deshalb sind genau die Polynome vom
Grad 4 und 5 irreduzibel, die keine Nullstellen in Fy haben und nicht gleich

Xt+X?2+1 = (X24+X+1)?
X'+ X+1 = (X2+X+1)(X3+X2 +1),
X+ X441 = (XP+X+1)(XP+X+1)

sind. Nachrechnen liefert folgende irreduzible Polynome:

X4 X34+ X2+ X+1 X4+ X+ X2+ X241 X0+ X341
X 4+ X3+1 X4+ X4+ X2 +X +1 X°+X%2+1
X4+ X +1 X4+ X4+ X24+X +1

X4+ X34+ X24+X +1

Insgesamt gibt es somit 14 irreduzible Polynome in Fy[X].

6. Seien K ein Korper und f € K[X] ein Polynom von ungeradem Grad. Zeige, dass
Y?+Y + f e K[X,Y]

irreduzibel ist.

Lisung: Wir betrachten p := Y? +Y + f als Element von R[Y] firr R := K[X].
Nimm an, es gebe eine Faktorzerlegung f = a - b mit Nicht-Einheiten a,b € R[Y].

Schreibe .
a = aY'+ kleinere Terme in Y,

b= Y7+ kleinere Terme in Y

mit a, 8 € R~ {0}. Dann gilt afY"" = Y? also a8 = 1 und i + j = 2. Somit
sind o, f € R* = K[X]* = K*. Wegen a,b ¢ R[X]* miissen dann 4,j > 0 sein,
also 1 = j = 1. Schreibe a = aY + v mit v € R und setze § := —a~!'y € R. Dann
ist Y = ¢ eine Nullstelle von a. Somit ist es auch eine Nullstelle von p, das heisst,
es gilt 62 + 5+ f = 0. Also ist degy (f) = degy (=62 — ) = 2 - degy(d) gerade, im
Widerspruch zur Annahme.



7. Zeige, dass die folgenden Polynome irreduzibel sind:

(a) f(X):=X?—-3X2+2X —3€Q[X]
(b) g(X):=7X% - X?+4X — 2 € Q[X]
(c) h(X):= X% +4X2 4+ 14X +40 € Q[X]

Lésung: Alle genannten Polynome liegen in Z[X] und sind primitiv; also sind sie
irreduzibel in Q[X] genau dann, wenn sie irreduzibel in Z[X] sind.

(a) Das Polynom f(X) = X?® —3X?%+2X — 3 ist in Q[X] irreduzibel, da seine
Reduktion X3 + X2 + 1 modulo 2 auch Grad 3 hat und irreduzibel in Fq[X]
ist (siche Aufgabe 5).

(b) Das Polynom g(X) = 7X3— X?+4X —2 hat die Reduktion X3+2X?4+ X +1
modulo 3. Letztere hat ebenfalls Grad 3 und keine Nullstellen in F3. Daher
ist sie irreduzibel in F3[X]. Somit ist ¢ in Q[X] irreduzibel.

(c) Die Reduktion von (X ) modulo 2 ist X® und niitzt uns nichts. Die Reduktion
modulo 3 hat die Faktorisierung in irreduzible (X34+2X+1)(X?2+1). Also ist h
entweder irreduzibel, oder es ist ein Produkt von irreduziblen Polynomen der
Grade 2 und 3. Die Reduktion modulo 5 hat die Faktorisierung in irreduzible
(X*+4X +4)X. Also ist der zweite Fall nicht moglich, und h ist irreduzibel.

Aliter: Die Reduktion von h(X) modulo 7 ist irreduzibel vom selben Grad;
also ist h irreduzibel.



