D-MAVT, D-MATL Analysis |
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Serie 12

1. Der Schwerpunkt einer diinnen, homogenen Platte in der zy-Ebene liegt immer inner-
halb dieser Platte, egal welche Form die Platte hat.
i) X Wahr
ii) v Falsch
Losung
Ein einfaches Gegenbeispiel ist ein Kreisring (beispielsweise mit innerem Radius 1

und dusserem Radius 2). Dann liegt der Schwerpunkt im Ursprung, da ein Kreisring
symmetrisch beziiglich beider Achsen ist — der Ursprung liegt aber nicht im Kreisring.

2. Eine diinne Platte in der xy-Ebene mit konstanter Dichte, welche symmetrisch beziig-
lich der z-Achse ist, hat einen Schwerpunkt mit z-Koordinate gleich Null.

i) X Wahr
ii) v Falsch

Losung

Nicht die z-, sondern die y-Koordinate des Schwerpunktes muss Null sein. Ein Gegen-
beispiel ist das Dreieck mit Eckpunkten (0,0), (1,1),(1,—1). Dieses ist symmetrisch
beziiglich der xz-Achse, also gilt yg = 0. Allerdings gilt sicher zg > 0, da das Dreieck
komplett im 1. und 4. Quadranten liegt.

3. Welche Niveaulinien passen zur Funktion f(z,y) = y? ?

) v

i) X



Losung

Die Niveaulinien zum Niveau C erfiillen f(z,y) = y*> = C. Fiir C < 0 hat diese
Gleichung keine Losung, also existieren in diesem Fall keine Niveaulinien. Fiir C' > 0
hingegen erhalten wir y = ++/C als Losung, somit sind die Niveaulinien fiir ein Niveau
C > 0 jeweils die beiden horizontalen Geraden mit Abstand V/C von der x-Achse,
beziehungsweise die x-Achse im Fall C = 0.

Anders gesagt: Die Funktion f ist in x konstant, also erwarten wir den gleichen Wert
(d. h. das gleiche Niveau) fiir Punkte, welche sich nur in der z-Koordinate unterschei-
den. Zu einem Punkt (z,yo) sind also alle Punkte (x,yo) auf gleichem Niveau, egal
was z ist, folglich sind die Geraden parallel zur x-Achse Niveaulinien.

4. Welche Niveaulinien passen zur Funktion f(z,y) = 42% + y2 ?

W%

i) X



Losung

Die Niveaulinien zum Niveau C erfiillen f(z,y) = 422 + y? = C. Fiir C < 0 hat diese
Gleichung keine Losung, also existieren in diesem Fall keine Niveaulinien. Fir C > 0
hingegen erhalten wir

2 2
2, 2= L U
4" +y"=C = <@>+(\/5) 1,
dabei handelt es sich also um eine Ellipse mit Mittelpunkt (0,0) und Halbachsen @
und v/C. Im Fall C = 0 ist die “Niveaulinie” der Ursprung.

5. Wir betrachten die folgende Liste von Funktionen:

a) f(z,y) =sin —y)(-2* +y°) b) flz.y)=(z—y)e
c) f(x,y) = cos(zx) + cos(y) d) fla,y) = (22 — yH)ay

a) Ordne diese Funktionen den Graphen A)-D) zu.



Losung
sh. b)

b) Ordne diese Funktionen den Niveaulinien i)-iv) zu.
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111) -2 -1 [ 1 2 IV) -2 -1 i 1 2
Losung

In Graph A) sehen wir eine Periodizitéat sowohl in der z— als auch in der y—Richtung.
Dies entspricht dem Bild i) der Niveaulinien. c) ist die einzige Funktion, die sowohl
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in x als auch in y periodisch ist.

Betrachten wir nun Graph B). Bei den Niveaulinien in ii) sehen wir, dass die beiden
Achsen und die zwei Diagonalen die Null-Niveaulinien sind. Wenn wir die Funktion
d) faktorisieren,

fla,y) = (2% — )y = (x + y)(x — y)ay,

dann entspricht das genau dieser Situation.

Betrachten wir nun Graph D). In der Abbildung iii) sehen wir, dass nur die Ur-
sprungsgerade = y eine Null-Niveaulinie ist. Die Funktion b) hat ebenfalls nur
die Gerade x = y als Null-Niveaulinie.

Betrachten wir nun Graph C). Per Ausschlussverfahren kénnen hier nur iv) und
a) richtig sein.

6. Ein Kreisel werde erzeugt durch Rotieren der Funktion
f(x):wg, 0<z<1

um die y-Achse. Die Massenverteilung innerhalb des Kreisels sei beschrieben durch die
Dichte

o(y) =2 -y, 0<y<lL

a) Berechne die Gesamtmasse des Kreisels.

Losung
Die Funktion f: [0,1] — [0, 1] ist bijektiv; ihre Umkehrfunktion ist gegeben durch

Fly) =yi, o0<y<l

Schneidet man aus dem Kreisel eine infinitesimal diinne Scheibe von der Dicke dy
heraus, so hat diese die Masse

dm = o(y)m(f ' (y))* dy.
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Die Gesamtmasse M ergibt sich durch Integration iiber die Hohe des Kreisels:

y=f(1) 1
_ 0 —17,\\2
M= / g /0 (F~1 () 2e(y) dy

b) Auf welcher Hohe liegt der Schwerpunkt?

Losung

Aus Symmetriegriinden muss der Schwerpunkt auf der y-Achse liegen. Seine Be-
rechnung reduziert sich also auf die Bestimmung der y-Komponente yg. Fiir die
Hoéhe yg des Schwerpunktes ist folgende Gleichung erfiillt:

y=1
ys - M —/ ydm
y=0

Damit konnen wir yg folgendermassen berechnen:

T 1 _ T 1 10
ys = / y(f 1(y))2@(y)dy=M y-ys (2-y)dy
0
T 3 16 3 19
= M/ 2y3—y3 dy = M[2 16y3—19y3]0
3 208 33 286
= — (2 -— = = — ~0.792
M( 16 19) 57 152 361 0-79

. Priifungsaufgabe HS 1994:
Bestimme den Schwerpunkt der homogenen konischen Welle (Rotationsachse = z-
Achse) der untenstehenden Figur.
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Losung
Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt auf der z-Achse; damit gilt

ys = zs =0.

Die Strecke, welche die Welle im ersten Quadranten begrenzt, ist gegeben durch z =
d+ %:ﬂ fir 0 < 2 < L. Dies erhalten wir aus dem Ansatz z(x) = az + b und den
beiden gegebenen Werten z(0) = d und z(L) = D.

Die Kraftdichte oder die Flache einer infinitesimalen Scheibe ist also gleich G(z) =
m(d+ %x)? Fiir xg erhalten wir damit die Gleichung

mg/OLG(x)dx:/OLw~G(x)d:U.

Es gilt
L
L L D—d \* r L D—d \?
dr = d dr = —— || d
/OG(x) T /07r< + 7 x) T 3D 4 <—|— 7 m) 0
oo L 3 3 _7rD3—d3
_3D—d«d+D d) d>_3AD—d

™

3 (D? + Dd + d*)L.

Andererseits gilt

L L B 2
/ xG(z)de = / T <d+ b dz) dx
0 0 L

L 2
D—d D—d
7'['/ xd® +2d 7 x2+<> 23 dx
0

L

2 D—dz® (D-d)?a2* L
2 1 2d T T
”[ o T T 4}0
! _ D-dI* (D-d)?L*
_ 2= - -
—7r<d > +2d 7 3+ Iz 4>

2 3 4
w2
12

s <d2 +2qp—dy+ (D - d)2>

(3D* 4+ 2Dd + d?).

Es folgt
3D? +2Dd + d?
rg = .
ST 4D+ Dd+ &)

. Das Fléachenstiick zwischen der x-Achse und dem durch die Parameterdarstellung
x(t) = cost
y(t) = sin(2t)

gegebenen Kurvenbogen wird um die x-Achse rotiert. Dadurch entsteht ein zwiebel-
formiger, homogener Korper. Berechne das Tragheitsmoment beziiglich der z-Achse.

(fir 0 <t < 7T)



Losung
Wir bestimmen zuerst eine explizite Darstellung der Kurve. Es ist

y = sin(2t) = 2sintcost = 2z /1 — 22

(ein Stiick einer Lemniskate bzw. Lissajous-Figur). Das Trégheitsmoment berechnet
sich dann geméss Buch, Kapitel II1.12, wie folgt:

1 1 4 7 [l
O = 71'/ <2x\/1—$2) dr = 2/ 162%(1 — 2%)? da
0 0

2

1 5 7 971
o [ty [ 5]
1 1y 64w

:8”(5‘%%)—%'
4

Alternative: Das Tragheitsmoment einer diinnen Kreisscheibe mit Radius r ist %71’7’ .
Zerschneiden wir die Zwiebel in solche Scheiben vom Radius y(¢) und Dicke dz =
#(t)dt, so ergibt sich

1 /2 1 /2
o= 7r/ (14 (8)] dt = 7r/ sin(26) sin di

2
= 16cos tsin*t = 16 cos? t (1 — cos?t)?

w/2
= 877/ cos*t (1 — cos®t)%sint dt
0

0

ost . - 1 2 1y 64r
cost g 1- 1) du =8 <7—7 7):7.
due—sin tdt 7T/I“( w) (=D du=8r{ =2 +5) = 375

. Eine diinne homogene Quadratplatte (Ldnge der Quadratseite s, Masse pro Flichen-
einheit o) rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Diagonale. Wie gross ist
die kinetische Energie T der Platte?

Losung
Fiir die in der Zeichnung oben rechts liegende Kante der Platte gilt die Gleichung
y:%s—x (fﬁr0§x§%).



dx

.

In einem Streifen der Breite dx liegt also die kleine Masse

1
dm =2yodr =20 —=s—x | dx.

Daraus erhilt man als Anteil der kinetischen Energie

1 1 1
dT = = v?dm = = W*2?dm = ow’2? | —=s — z | dz.
2 2 \/ﬁ

Die gesamte kinetische Energie ist folglich

s

- 3 4 % 1
T:2/ﬁaw2x2 <8m> dx = 20w> [wa} = — ow?st.
0 V2 V2 3 4 1, 24

Den Faktor 2 bendtigen wir, um auch die linke Hélfte der Platte zu berticksichtigen.

10. Berechne die folgenden uneigentlichen Integrale, sofern sie existieren.

a) /08(8 - x)_% dx;

Losung
Wir kénnen das Integral direkt berechnen und betrachten danach den durch die
Schranken gegebenen Grenzwert:



<1
b)/ 5 dx;
1 Tt

Losung

Wir fiihren eine Partialbruchzerlegung durch. Der Nenner faktorisiert sich zu x(x2+
1), wobei der Faktor z2 + 1 keine reellen Nullstellen besitzt. Der korrekte Ansatz
fiir die Partialbruchzerlegung lautet daher

1 A B+Cx

@) @ Pl
Multiplizieren wir diese Gleichung mit z(z? + 1), so ergibt sich
1=A(z*+1)+ (B + Cx)z,
ein kurzer Koeffizientenvergleich ergibt also A =1, B =0, C = —1 und damit
1 1 T

e(x2+1) 2z 22+1

o o0 o0
/ 13dac:/ 1dx—/ %dw
1 T+ x 1 xr 1 :l:—i—l

1
= lim [log lz| — = log |2% + 1@
£—00 2

Es folgt

3

1

. 3 ( 1 )
= lim log | ———| — [ log(1) — = log(2
dim log |~ g(1) — 5 log(2)
1 1
= lim log [ —— | + = log(2)

=log(1) + %log(Q) = %log(2).

) /°° xdx
c ——
o V1-+zxt
Losung

Wir substituieren u = 2.2

, so dass du = 2z dxr und

< xdx ) € zdx ) ¢ du
- — lim ———— = lim —
0o V1+zt ¢/ 1424 &=y 21 +u?
1 u=¢?
= lim |—-arsinhu = — lim arsinh &2
£—oo |2 u=0 2 t—oc0

Wegen lim¢_, arsinh €2 = oo existiert das uneigentliche Integral nicht.
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a) /Oo dr
9 wlogx’

Losung
Das Integral

0 € Lar z=¢
= i o — lim [log(|log ) |
/2 xlogx 5520/2 log sggo 0g(| ng|) =2
= glim (log(log &) — log(log2))
—00

existiert nicht, denn

) /OO dr
2 x(logx)?’

Losung
Die Substitution v = log z ergibt du = d—x, also

0o log & du 1 u=log &
[ = [ [ - ]
9 (logx fﬁoo logx §700 Jlog2 UT =00 [ Ufyjog2

= lim = 1 .
=00 ogf log2 log 2

lim log(log¢&) =
£—00

f) / )\2 5 dx, wobei A > 0.

Losung
Es ist

1 1 1 (*)1/ 1
= [ ———dr P S [ ——d
//\2+x2 ’ A2/1+(§)2 TN e ™

1 1
Xarctanu+C’ = Xarctan (A) + C,

in (*) haben wir dabei v = ¥ substituiert, wobei dx = A du. Bekannterweise gilt
fiir die Arkustangens-Funktion

T
lim arctan€ = — und arctan(—¢) = — arctan&,
£—00 2

insgesamt ergibt sich also

PR LS R Jarct (f)]g
N2 T T AN 2 T T NS TN
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g) Man finde den Wert fiir die Konstante K, fiir welchen das Integral

/OO 1 _ K e
0 x2+4 £U+2

konvergiert und berechne in diesem Fall das Integral.
Hinweis: Benutze die Identitéit arsinh(z) = log(z + V1 + z2).

Losung
Zunichst folgt mit der Substitution v = § mit 2 du = dx, dass

du = arsinh(u)

/\/x2 / / +1dx_/\/u2+
= log(u + u2+1)+c_log<‘;+ (‘;)2+1>+C

1
:log<2<x+ x2+4>>+0

1
:10g<2>+10g<m+ m2+4>+C
zlog(x—i— x2+4)+D,

wobei D = C + log (%) Es folgt also

[ (o da) o (o)
— dx = lim — dx
0 2+4 x+2 £—o00 Jo 2 +4 x+2
hm [Iog (az+ Va?+ ) K log( |33+2|)}
hm <log<§+\/§2 ) Klog(&€+2) + (K—l)log2)

= lim <log (E —(2 +‘ 522) ) (K — 1)log2> .

Zur Berechnung des Grenzwerts beachten wir € + /€2 4 4 ~ 2¢ und (£ +2)5K ~ ¢K
asymptotisch fiir £ — oo; also

§+VE&+4 2 1-K
Ergr T =%

e Wenn K < 1ist, dann gilt £175 €_>—Oo> oo und damit auch lime_,

oo. Daher konvergiert das Integral in diesem Fall nicht.

E+/E24+4
(E+2)K

e Wenn K > 1 ist, dann gilt ¢=% ﬂ 0 und damit auch limg_,

0 und somit ist
\E2 44
lim log (M'—) — —00

EHVE2+HL
(E+2)x
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Das Integral konvergiert ebenfalls nicht.
e Wenn K =1 ist, dann ist

/€2 1 4 1—1—1/1—{—%
limﬁ— hmig_Q

Deshalb konvergiert in diesem Fall das Integral und es gilt

/oo< 1 K >d:c K= Jog (hm E+VE+4 \/52+4> — log 2.
0

x2—|-4 T+ 2 £—o0 §+2

Abgabe der schriftlichen Aufgaben am Mittwoch, 16. Dezember 2015 in den Schnelliibun-
gen. Die Multiple-Choice-Aufgaben sind online einzureichen.
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