D-MAVT, D-MATL Analysis I
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Lo6sung: Serie 6
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Der Area Tangens Hyperbolicus berechnet sich durch
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Weiter gilt mit den Rechenregeln fiir den Logarithmus, dass

§1og1— log(1+y) — —log (1—y)=1logy/1+y—logy/1—
-y

Die letzte Option ist dagegen Humbug, denn aus tanh x = z”;}ﬁx folgt natiirlich
keineswegs artanh x = % Dies allein deshalb schon, weil die Definitions-

bereiche dieser Funktionen sehr unterschiedlich sind.

2.4 e=1/® = o(g") fiir x — 0
O et/ = o(z™™) fiir & — 07

27" = o(e!/®) fiir x — 0F



Option 1: Richtig! Fiir alle n € Ng und = > 0 ist

(n+1)!
1
1/x
<~ > —
‘ "t (n+41)!
— e VT < (n+ 1)l gt

Aus dieser Ungleichung ergibt sich, dass

—1/z

0 < lim <(n+1! lim z=0.
z—0t " z—0F

Option 2: Falsch! Es gilt e!/* > —— fiir alle n € Ny und z > 0. Somit ergibt

nl.xn

sich fiir den gesuchten Grenzwert, wenn er denn existiert,
' el/a: 1
lim > —,
z—0t 7" T nl
also ist er sicher nicht Null. Fiir n = 0 kann man gleich sofort sehen, dass
dieser Grenzwert nicht existiert.
Option 3: Richtig! Nach einer Variablentransformation (y = 1/x) ist dies
dquivalent zu y™ = o(e¥) fir y — oo. Dieses letzte Resultat wurde in der
Vorlesung bewiesen.
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O Gar keine.

Die Bedingung f” < 0 impliziert, dass die Steigung f’ streng monoton fillt,
also Gy eine Rechtskurve beschreibt. Mehr lésst sich nicht sagen.

. ¥ Die Funktion f ist positiv.

0O Die Funktion f ist negativ.

O Die erste Ableitung f’ ist positiv.
@ Die erste Ableitung f’ ist negativ.
@ Die zweite Ableitung f” ist positiv.
O Die zweite Ableitung f” ist negativ.
O Nichts!

Alle Funktionswerte sind sicher positiv, da G ¢ tiber der 2-Achse liegt. In jedem
Punkt ist die Steigung der jeweiligen Tangente negativ, also ist f’ negativ. Der
Graph beschreibt eine Linkskurve, damit muss f” positiv sein.
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9. U Kreishahn mit Mittelpunkt (‘/73, 0) und Radius 2,

zweimaliger Umlauf im Uhrzeigersinn beginnend bei (0, 1).
Y Ellipse mit Mittelpunkt (\/73,0), vom Punkt (0,1) nach (1,0).

U Kreisbahn mit Mittelpunkt (‘/75, 0) und Radius 2,

einmaliger Umlauf im Uhrzeigersinn beginnend bei (

ol

,2).

U Kreisbahn mit Mittelpunkt (‘/73, 0) und Radius 2,

zweimaliger Umlauf gegen den Uhrzeigersinn.

¥ Kreisbahn mit Mittelpunkt (\/75, 0) und Radius 2,

einmaliger Umlauf gegen den Uhrzeigersinn beginnend bei (‘/75, 2).

V3 o
Wir sehen, dass die Parametrisierung z() _ ("3 —2sinbt die Kreisglei-
Y 2 cos 6

chung

eines Kreises mit Mittelpunkt (\/75,0) und Radius 2 erfiillt. Wenn wir den
Startpunkt ausrechnen (¢t = 0), sehen wir, dass

Wenn ¢ etwas grosser als Null wird, wird die z-Koordinate zunéchst kleiner
(wegen des negativen Vorzeichens vor dem Sinus) und die y-Koordinate wird
ebenfalls kleiner. Wir durchlaufen den also Kreis im Gegenuhrzeigersinn.

Die Parametrisierung (sint, cost) des Einheitskreises durchlauft fiir ¢ € [0, 27]
den Kreis genau einmal, also durchlduft unsere Parametrisierung den Kreis fiir

t € [0, 27] auch genau einmal.

6.2) Das folgt sofort aus cosh x + sinh x = e*?.
Diese letzte Gleichung zeigt ausserdem, dass cosh x 4 sinh z nie Null ist und
damit die Identitéit aus der Aufgabe immer Sinn macht.
b)

x/2 —x/2 2
2 cosh? (g) =2 ($> =

i -(ex+2+e_x):cosh:c+1.

1

2

¢) Wir berechnen die zweite Ableitung cosh” (z) = sinh’(z) = cosh(z). Nun sehen
wir aber, dass cosh(z) = 3(e” 4+ e™*) immer positiv ist: Fiir jedes z € R ist
x oder —zx grosser gleich Null, also ist e” oder e™” grosser als 1, folglich ist
cosh(z) strikt grosser als Null. Also ist cosh” (x) = cosh(z) > 0 fiir alle z, und
damit ist cosh strikt konvex.



d) Wir betrachten wieder die zweite Ableitung: sinh”(z) = cosh’(x) = sinh(z).
Diese ist nicht positiv, wenn

0>sinh(z) =1(e" —e™¥) <= 0>e"—e* < e ">¢"

= 1> «— 2r<logl=0 <+ z<0.

Folglich ist sinh auf (—oo, 0] konkav.

e) Wir berechnen die erste Ableitung vom Tangens hyperbolicus zu

sinh(x) )/ _ cosh®(z) — sinh®(z) 1
cosh?(z) cosh?(z)’

tanh’(z) = <cosh @

wobei wir die Identitéit cosh?(z) — sinh?(z) = 1 ausgenutzt haben. Die zweite
Ableitung ist dann

2sinh(x)

tanh”(x) _ ((coSh(l‘))iQ)/ = —2(008}1(33))73 COSh/(~T) = cosh(z)3 )

Dies ist nichtnegativ, wenn

inh
0< tanh”(gp) < _QM > ()
cosh(x)3
1

= 5" —-e") <0 =

= <1
also ist tanh auf (—oo, 0] konvex.
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Bemerkung: Man kann dies auch zeigen, wenn man die Ableitungen als tanh’(z) =
1 —tanh?(z) und tanh”(z) = 2 tanh®(z) — 2 tanh(z) bestimmt, es ist nur etwas

miihsamer.

7. Wir verwenden

log x = o(z") fiir z — oo, falls k > 0 (1)
z* = o(e”) fiir £ — oo, (2)
um die folgenden Grenzwerte zu berechnen:

log log 22 ... log2+loglogx

im ———7 = lim :
z—o0 Jog 1021/2 2—c0 log 10 + 5 logx
y=logz |, log2+logy (1)
y—oo log 10 + %y
1
log(10+/) lim log10 + 5 logx w,

o i —_— =

T—00 zl/5 T—00 xl/5
1/5 (%) 1/5
e 0< lim v < lim $ = lim 2z~ %% =0.

r __ — 1
T—00 log(e aj‘) z—00 3 log er T—00

Bei (%) haben wir benutzt, dass ve* = o(e® — ).
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log(e® — x) loge

e 0 < lim 5 < lim = lim z~ ' =0.
xr—r 00 x r—oo I xr—r 00
2
) e (2
e lim == @ 0.
r—o00 e°F

Mit der evidenten Notation gilt also

8.a)

loglog(2?) < log(10v/7) < 25 < log(e” — ) < 2° < €*.

Die Funktion f(z) = z+/(2 — #)(2 + =) ist nur dort definiert, wo das Argument
der Wurzel nichtnegativ ist. Dazu miissen die zwei Faktoren im Argument
dasselbe Vorzeichen haben, d.h.

(2—2z>0und 242 >0)oder (2—2<0und 2+ z <0)
(r <2und z > —2) oder (z > 2 und =z < —2)

<
— (r<2und z> -2),

denn der zweite Term ist ein Widerspruch. Somit ist f nur im Intervall [—2, 2]

definiert (Dy = [-2, 2]). Fiir die Nullstellen gilt

flz)=0 <= x=0o0der2—x=0o0der24x=0 <= z¢c{-2,0,2}.
Die Ableitung von f ist durch die folgende Formel fiir alle x € (—2, 2) gegeben:

—r  4-222  2(z—V2)(z+V?2)
Viie Vil | A2

fllz)=V4—a2+z

Daraus folgt:

e f hat mogliche lokale Extrema an den Stellen z = 4-+/2, denn fiir solche
x ist f'(xz) =0.

e Die Funktion hat positive Ableitung genau dann, wenn

(z >+v2und < —v/2) oder (z < v/2 und z > —/2)
& (z<v2und z > —V2).

Das heisst, f ist in [—/2, v/2] strikt monoton wachsend.



e Da f/(x) < 0 fiir alle 2 € (=2, —v/2)U(v/2, 2) ist, muss f in der Menge
[—2, —v/2] U [v/2, 2] strikt monoton fallend sein.

Aus dem Verhalten des Vorzeichens der Ableitung ergibt sich, dass f ein lokales
Maximum (bzw. ein lokales Minimum) an der Stelle x = /2 (bzw. z = —/2)
besitzt.

Die Funktion f: [—2, 2] — R ist stetig und besitzt deshalb ein globales Mi-
nimum und ein globales Maximum, weil der Definitionsbereich kompakt ist.
Man bemerke, dass

f(=2)=f(2) =0, f(-v2)=-2und f(V2)=2.

Somit ist 2 (bzw. —2) das globale Maximum (bzw. das globale Minimum).

Der Zwischenwertsatz garantiert, dass alle Werte zwischen dem Maximum und
Minimum angenommen werden. Daraus folgt Wy = [—2,2].

Die zweite Ableitung von f ist

1 . 21‘(1‘—\/6)(1‘—1-\/6)
f (:E) _ (4_:1;2)3/2

fiir alle z € (=2, 2). Weil £v/6 ¢ [-2, 2], ist f”(x) = 0 nur an der Stelle
z = 0. Ausserdem sind z — v/6 < 0 und  + v6 > 0 fiir z € [—2, 2]. Deshalb
ist f(x) > 0 (bzw. f’(x) < 0), wenn z € (=2, 0) (bzw. x € (0, 2)) ist, und
somit ist f konvex (bzw. konkav) in diesem Intervall.

Insbesondere hat f in £ = 0 einen Wendepunkt.
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9. Die Kurve K ist durch die folgende Parametrisierung gegeben:
7(t) = OP + PG,

fir t € (—%, %) Weiter lauft P fiir steigendes ¢ auf einem Kreisbogen mit

Mittelpunkt O im Uhrzeigersinn, also gilt
OP = (rcost, —rsint).

Ebenso lauft @ fiir steigendes ¢ auf einem Kreisbogen mit Mittelpunkt P im
Gegenuhrzeigersinn, also gilt

P@ = ((r +b) cost, (r 4+ b)sint).

Somit ist
7(t) = ((2r 4+ b) cost, bsint).

Die Kurve ist die Schnittmenge einer Ellipse mit Halbachsen der Linge 2r + b
(z-Richtung) und b (y-Richtung) und des Teils der z-y-Ebene mit x > 0.

10a) Die Parametrisierung einer Hypozykloide finden wir folgendermassen: Zunichst
finden wir eine Parametrisierung @(¢) des Mittelpunktes M des kleinen Krei-
ses und iiberlegen uns danach, welcher Vektor b(t) zwischen M und P liegt.

Daraus erhalten wir 7(t) = @(t) + b(t). Wir legen fest, dass der kleine Kreis
im Gegenuhrzeigersinn abrollt und mit ¢t € R bezeichnen wir den Winkel (im
Bogenmass), welcher M bereits zuriickgelegt hat. Fiir ¢ = 0 nehmen wir weiter
an, dass P auf der xz-Achse liegt.
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Es ist klar, dass sich M auf einem Kreis mit Radius R —r im Gegenuhrzeiger-
sinn bewegt. Es gilt also

o cost

ait)=(R-r) <sint) .
Aus der Geometrie des Problems ist klar, dass der (variable) Bertihrpunkt
der beiden Kreise beim Winkel ¢ eine Distanz von Rt zuriickgelegt hat. Alle
Punkte auf dem kleinen Kreis bewegen sich also relativ zu diesem Berithrpunkt
ebenfalls um diese Distanz im Uhrzeigersinn, also gilt fiir den Winkel a(t)
zwischen P und dem (variablen) Berithrpunkt

ra(t) =Rt <<= ot)=—.

Um b(t) zu bestimmen, sind wir jedoch nicht an «(t) interessiert, sondern am

Winkel zwischen b(¢) und der Horizontalen. Wie wir aus der Skizze sehen, ist
dieser Winkel gleich

_&_t_Rt—rt_R—r

a(t) —t .

t,

ﬁ
=

es ergibt sich also

und damit

0= () -0 050 - o (520) o (G

Einsetzen ergibt

*(t)—E 3cost + cos 3t
v 4 \ 3sint —sin3t /)’

Diese Kurve wird auch Astroide genannt, die z- und y-Achse sind die asym-

ptotischen Tangenten in den vier Spitzen.
y
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Bemerkung: Fiir R = nr, n € N ergibt sich analog

R ((n—1)cost+ cos(n — 1)t
((n —1)sint — sin(n — 1)t> '

Diese Kurve hat n Spitzen, welche die Eckpunkte eines regelméssigen n-Ecks
bilden.
Einsetzen ergibt

. R [cost R cost) cost
7(t) = 2 (sint) +5 <—sint> _R( 0 > '

Somit bewegt sich P nur auf der x-Achse hin und her!



