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Serie 10

1. Welches der folgenden Integrale stimmt im Allgemeinen nicht mit den anderen iiberein?

Losung

Das zweite Integral geht aus dem ersten durch Vertauschen der Integrationsgrenzen
hervor. Das dabei entstehende negative Vorzeichen wurde in den Integranden einge-
baut:

b
/ (f(2) - ga)dz = — / (f(2) - ga)) dz = / ~(f() - gla)) dz

Das dritte Integral entsteht aus dem ersten durch die Substitution z = t.

Beim vierten Integral wurde die Integrationsvariable in u gedndert, im Integranden
steht jedoch weiterhin z. Formal handelt es sich hier also um das Integral der in w
konstanten Funktion u — f(z)—g(z), also etwas vollig anderes als im ersten Integral.

2. Es sei f : [a,b] — [c,d] eine stetig differenzierbare, streng monoton wachsende und
surjektive Funktion mit Umkehrfunktion f~1.

d
Dann gilt / Yy dy =...

i) de—ac—/df(a:)dx.

b
ii) /bd—ac—/ f(z)dx.

T g
fff(:r) dz
b
iv) X [ f(z)dx.
Losung

Da f streng monoton wachsend und surjektiv ist, gilt f(a) = ¢ und f(b) = d (siehe
Skizze). Den Graphen von f~! sehen wir, wenn wir die Rollen der z- und y-Achse
vertauschen. Die korrekte Beziehung lisst sich nun geometrisch einfach aus der Skizze
ablesen.



f f(x)dix
f(x)

Wir erhalten das Resultat auch durch Substitution y = f(x), dy = f'(z)dz und
anschliessender partieller Integration:

lef‘wy)dy=ilbw-f%w)dx

b
v f@l - [ 1 f@)ds

=bd—ac—/bf(:c)dx

roodt
3. Sei f(x):= / . Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
0

Vi3 +2
i) X f(1)>
i) v f(— ) >0
ii) X f(——) <0
iv) X f(0) =
e Losung
1
1
Option 1: f(1) = / ————dt > 0, da der Integrand auf [0, 1] positiv ist.
p f() s g [0,1] p
e Losung
-t o 1 ;
Option 2: f(—1) = / dt = —/ ——— < 0, da der Integrand au
p f(=1) . Jras s g
[—1, 0] positiv ist.
e Losung
L —-1/2 1 0 1
Option 3: f(—5) = / dt = —/ < 0, da der Integrand
p f( 2) /—t3-|-2 12 E g
auf [—1/2,0] positiv ist.
e Losung

0
1
Option 4: £(0 :/‘————d#:O
p 0= 75



4. Berechne die Fliache des unten dargestellten x-férmigen Bereichs.

1.0

Loésung
Aus Symmetriegriinden gilt fiir die gesuchte Flache F' = 4A, wobei A die Fliche des

Bereichs im ersten Quadranten bezeichnet.
Es gilt: 822 =1 & 2 = % Um die Fldche mithilfe des Integrals zu berechnen, teilen

wir das Intervall bei x = % auf und erhalten

1

F:4A:4</02 (8x3—x3)daz+[(1—m3)d:¢>

2

72472 241! 3
[4}04—{95 4}1 2
2

Die Integration iiber die Variable y ist etwas einfacher durchzufiihren: fir y = f(x)
/3 und fiir y = g(z) = 823 wird = = %yl/g’. Also ist

23 erhalten wir z = y

1 1 1 1 3
F:4A:4/0 (y1/3—§y1/3)dy:4~2/0 yl/de:2[%y4/3]O:§.

5. Eine geschlossene Kurve [0,1] — R2: ¢t + (x(t),y(t)) wird um den Faktor a > 0
gestreckt, das heisst, man erhilt eine neue Kurve [0,1] — R2: ¢t > (az(t),ay(t)).

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

i) v Die Bogenlidnge der neuen Kurve ist das a-te Vielfache der Bogenldnge der

alten Kurve.



ii) X Die Bogenlinge der neuen Kurve ist das a?-te Vielfache der Bogenlinge der
alten Kurve.

iii) X Die Bogenldnge der neuen Kurve ist das y/a-te Vielfache der Bogenlidnge der
alten Kurve.

iv) X Die eingeschlossene Flidche der neuen Kurve ist das a-te Vielfache der einge-
schlossenen Flache der alten Kurve.

v) v Die eingeschlossene Fliche der neuen Kurve ist das a?-te Vielfache der einge-
schlossenen Fliache der alten Kurve.

vi) X Die eingeschlossene Fliche der neuen Kurve ist das y/a-te Vielfache der einge-
schlossenen Flache der alten Kurve.

Losung
Die Bogenlénge der neuen Kurve berechnet sich durch

/ V (a(t) (ay(t th—a/ Va(t)? + y(t)? dt;

also das a-te Vielfache.

Die eingeschlossene Fliache der neuen Kurve ist

1 1

1 1
3 | (ea(0ai(t) — aitay() e = a5 [ i)~ it ar

also das a2-te Vielfache.

Was beides zu erwarten war: Léngen strecken sich eindimensional, Flachen zweidimen-
sional.

6. Berechne die folgenden Integrale:

2m
a) / e ¥sin(nz) dz, wobei n € Ny;
0

Losung
Fiir n = 0 ist das Integral gleich 0, da sin(0) = 0. Sei von nun an also n # 0.
Zweimaliges partielles Integrieren liefert

2 —x 2m 27
1
/ e ¥ sin(nzx) dz = [_ecos(nx)} - / e ¥ cos(nx) dz
0 \(R,_/ n 0 n Jo \i/H/—J
T )

1—e 27 B [e“"‘ sin(nx)] 2 N /2” e "sin(nw) p
0 0

n n? n?

X

=0

1— —2m 1 2w
- = e *sin(nz) dz.



Wenn wir das gesuchte Integral mit I bezeichnen, so gilt also die Gleichung

1—e 2 1
j R

n n2

1 1— —27
<1+2)1:e
n n

e

<n2+1> 1—e 2™
= =——
e

27 1— —27
Also: / e sin(nx)dr = (267)”
0 n + 1

T dr
b .
) /3:4+3’

Losung
Mit der Substitution u = 22 gilt du = 2z dx, oder auch x dx = % du. Daher haben

wir
/a:d:n_l/ du _1/ du 1 %d’“
43 2] w243 2 u )2 23 )2
3(() > (%) +1

V3

1
= >3 arctan <\1/%> +C = \gg arctan <\/3§$2) + C.

Im letzten Schritt haben wir dabei u = 22 riicksubstituiert.
dx

Vet —1
Losung
Wir wihlen die Substitution z = v/e* — 1, also x = log(z? + 1). Dann ist dr =
2z dz, und damit folgt

1422
/ dx _/ 2z dz _/ 2dz
Ver—1 ) (1+22)z ) 1+22
= 2arctanz + C = 2arctanve®* — 1+ C.

1
d dz;
) /cosha: v
Losung

Einsetzen der Definition von cosh z liefert

/ dx _/ 2dx
coshz | e* e’




f)

Nun bietet sich die Substitution z = e* an, also gilt = log z und damit dz = % dz.

Es folgt
dx 2dz 2dz
et _ et
/coshg: /Z(z+21) /22+1 arctan z + C'

= 2arctan(e”) + C.

Variante: Wir erweitern mit cosh z und benutzen die Identitit cosh? z = 1+sinh? z.

dx cosh x cosh x
cosh z cosh 1+ sinh“x

Nun substituieren wir © = sinhx, d. h. du = cosh z dz. Also

d d
/ COSfll’ = / ] —I—uu2 = arctan(u) + D = arctan(sinhz) + D.

Diese beiden Stammfunktionen 2arctan(e®) und arctan(sinhz) von —— unter-
scheiden sich tatséchlich nur um eine Konstante (um %), das ist aber nicht ganz

einfach zu zeigen!

/}1 arcsin (\/ 1-— 4x2>
0

/1 _ .2
1 X

Losung
Im Kapitel tiber die Umkehrfunktion haben wir gesehen, dass arcsin(sinu) = u

gilt fir u € [-F, §]. Weiter gilt sinu = v/1 — cos? u. Diese Beziehungen kénnen

wir offenbar mit der Substitution 2z = cosu ausnutzen; also gilt 2dx = — sin u du.

Ausserdem ist die Funktion z(u) = 4 cosu fiir u € [0,7] invertierbar, nimlich

u = arccos(2x). Wir transformieren die Grenzen:

dx;

r=0=u=arccos(0) =%, z=1=u=arccos(3)= 2.

Damit erhalten wir

I arcsin V1 —4x2 i arcsin V1 —4x2
dr =2 dzx
0 J1— a2 0 V1 —4a?
5 arcsin(sinu)
= — —— Zsinudu
P sin u
2
3 1.2 5
. wan [2“ } .
3 3

/ dx
VI +a?
Losung

Der Integrand ist bis auf den Wurzelterm eine rationale Funktion, welche wir inte-
grieren konnen. Also sorgen wir mit der Substitution 2 = u? dafiir, dass die Wurzel



verschwindet. Dann ist zudem dx = 2u du. Also:

/ dx _/ 2u du _/ 2du
Vr+a?2 ) ut4+u ) w41

Der Nenner hat bei 4 = —1 eine Nullstelle und mit Polynomdivision erhalten wir

w+1=(u+1)(u® —u+1).

Der zweite Faktor u> —u+1 = (u— 3)? + 2 auf der rechten Seite hat keine reelle
Nullstelle, wir fiihren also die Partialbruchzerlegung durch:

/ d _/ §+—§u+§ i
NCEY u+1 w—u+1

2 du 1 2u—1 1
_Z S . L ek S PR
3)J u+1 3) w2—u+1 w2 —u+1

2 1 2 2
=loglu+1|— s log|u® —u+1 +arctan<u—1)+0
—210 (\/:E—I—l)—llo (a:—\/§+1)+2arctan<2(f—1)> +C
3 & 3 & V3 V3 2 .

Die Berechnung des Integrals von 1/(u? — u + 1) ist im Skript Teil A, Kap. III,
Seiten 30-31 ausgefiihrt.

7. Berechne mittels Partialbruchzerlegung die folgenden unbestimmten Integrale:

x
d .
2) /x3—|—:1:2—x—1 “
Loésung

Durch Ausprobieren finden wir, dass 1 eine Nullstelle des Nenners ist. Mit Poly-
nomdivision ergibt sich (23 +2? —2x —1): (v — 1) = 22 + 22 + 1, was das Quadrat
von x + 1 ist. Also faktorisieren wir 23 + 2% — 2 — 1 = (2 — 1)(2 + 1)2. Der Ansatz
der Partialbruchzerlegung ergibt

x B x 1A n B n C
Bra2-r—1  (z—-1(+1)2 z+1 (z+1)2 z-1
. A+ O)*+(B+2C)z+ (-A-B+0)
B (x—1)(z+1) '
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir A = —i, B = % und C = i. Somit ist
T 1 1 1 1 1 1
dr = —- d - | ——d - | ——=d
/:E3+;E2—7;—1 . 4/x—|—1 1) o x+2/(x—|—1)2 v
1 1 1 1
= —=1 1|+ -1 —1]—-=
4og\$+\+4og\x \ P
11 r—1 1 1
= -lo - = .
4 gm+1 2z+1




>/ 223 4+ 522 + 4z + 1
zd + 223 + 3224+ 22+ 2

Hinweis: Das Polynom 22 4 1 ist ein Faktor des Nenners.

Losung

Da 22 + 1 das Nennerpolynom teilt, erhalten wir durch Polynomdivision (2% +
223 + 322 + 224 2) : (224 1) = (2® + 22 + 2). Das Polynom 22 + 22 4 2 hat keine
reellen Nullstellen, wir betrachten daher als Partialbruchzerlegung

203+ 522 +4z+1 | Az+C Bz +D
vt + 223 + 322+ 20 +2  22+1  22+22+2
(A—i—B)x + (2A+C + D)a? +(2A+B+2C)x+ZC+D
(22 + 1) (22 + 22 + 2)

Ein Koeffizientenvergleich liefert A =2, B=C =0und D = 1. Also

/ 203 4+ 522 + 4z + 1 d / 2z d +/ 1 d
xr = —— dxr ———— ax
2t 4+ 223 + 322 4+22 4+ 2 241 24 2x+2
1
= logl|z® +1 ——d
og |z + |-l-/(gg+1)2+1 x

= log(z? + 1) 4 arctan(z + 1).

T+ 2
°) / 2Ty 2.2 9%
Losung

Zunichst gilt z* + 222 = 22(2? 4 2), und 22 + 2 hat keine reellen Nullstellen. Wir
setzen also

e é+§ Cz +D
r2(x2+2) oz 22 2242
(A+C)2® + (B + D)x? + 24z + 2B

x2(x? +2) ’

woraus folgt: A = %, B=1C= —% und D = —1. Somit
T+ 2 T+ 2
————dzr = dzx — dz dx
/562(.1‘2+2) o / +/ /ac2—|—2
1 1 T 1
— ] - = _
2°g|x| z 2/x2+2d$ /x2—|—2dx
1 1 1 2 1 1
= log|x|——/xdx—/2dx
2 r 4) 2242 2 <L> 41

11 || L 1 ( +2) ! t 3:
= _— = - — —— ar n —_—
20gx = 4ogac \[aca 7




8. Betrachte die Graphen der beiden Funktionen

a)

)

f(z) =433 4222 —5r — 2 und g(x):2x2—a:—2,

Bestimme die Stellen 1 < x9 < x3, an denen sich die Graphen der beiden Funk-
tionen schneiden.

Losung
Um die Schnittpunkte der beiden Graphen zu bestimmen, miissen wir die Glei-
chung f(z) = g(x) 16sen:

4o + 2202 —br —2=22"—x —2
= 42 —4x =0
= (2> —1)=0
= z(z—1)(x+1)=0.

Die gesuchten Stellen lauten also 1 = —1, 9 = 0 und z3 = 1.

z3
Berechne das Integral / (f(z) — g(z)) da.

xr1
Losung

1

T3 1
/ f(x) —g(x)dx = /_1 4o — dxdx = [m4 - 2&02]71 =-1—-(-1)=0.

Interpretation des Ergebnisses: Die beiden schraffierten Flachen (siehe Skizze) sind
gleich gross. Im Gegensatz zur linken Fliche steuert die rechte allerdings einen
negativen Wert zum Integral bei, da der Graph von f zwischen xo und x3 unterhalb
des Graphen von g verlduft. Das gesamte Integral ist deswegen gleich Null.

Berechne den Inhalt der schraffierten Flache.



Loésung
Der Inhalt der schraffierten Fléache ist gegeben durch

1@ - gto)a.

1
Wichtig sind hierbei die Betragsstriche. Da der Graph von f zwischen x; und s
oberhalb des Graphen von g verlduft, zwischen x5 und z3 jedoch unterhalb, kénnen
wir die Betragsstriche durch eine Zerlegung des Integrationsintervalls auflosen:

[ 1@~ gt de = 1) - g@llde+ [ 17(@) ~ gl o

= [ f@) - gy da + / g() — f(z) da

T 2
0 1

:/ 4m3—4xdx+/ dr — 423 dz
-1 0

= [o* =227+ 2% Y] =0 (-1)+1-0=2

Der Inhalt der schraffierten Flédche betragt also 2.

9. Es sei die Spirale o = ¢ in Polarkoordinaten gegeben. Man berechne den Inhalt des
schattierten Flachenstiickes, das eingeschlossen wird von der z-Achse und den Stiicken
der Kurve mit ¢ € [0,27] und ¢ € [2m, 47].

y

¢

Die schraffierte Fliache ist die Sektorflache der Spirale zwischen 27 und 47 abziiglich
der Sektorflache zwischen 0 und 27. Wir rechnen in Polarkoordinaten g, ¢ und erhalten
damit die Formel

)

47 27 47 2
1 1 1 1
A== 2dp — = 2d :/ 2d —/ 2d
2/@(@) © 2/@(@) p=5 | ¢idp—5 [ idy
27 0 27 0
1 3747w 3727 3 3
= (Wl — [#']y7) = T - (64 —8—8+0) = 87"

10



10. Priifungsaufgabe Friihjahr 2005:
Durch

0 = alcos(2¢)|

mit a > 0 wird in Polarkoordinaten der Rand eines Kleeblattes parametrisiert.

a)

Berechne den Flacheninhalt des Kleeblattes.

Losung
Fiir die Flache erhalten wir nach der bekannten Formel fiir die Sektorflache
27 2T 27
1 9 1, ) a?
A=3 o(p) dp = 5@ | cos (2p)dp = - | (1 +cos(dp)) di
0 0 0
a? 1 T a2
= — —sin(4 = —.
1 [(p + 1 sin( go)] . 5

Dabei haben wir die Beziehung cos?(¢) = 5(1 + cos(2¢)) verwendet.

Bestimme die Breite b des Kleeblattes.

Losung

Um die Breite zu bestimmen, benétigen wir die y-Koordinate desjenigen Punktes
im ersten Quadranten, an dem die Tangente an der Kurve horizontal ist (d. h.
wo die y-Koordinate ein lokales Maximum hat). Dazu bestimmen wir zunéchst die
kartesischen Komponenten der Kurve:

(), y(p)) = (o(y) cos ¢, () sin p)
= (acos(p)|cos(2¢)], asin p|cos(2¢)]) .

Aus der Skizze ist klar, dass wir einen Punkt mit ¢ € (0, %) suchen. Dort ist

cos(2¢) > 0, und wir finden mit den beiden Identitéiten cos(2p) = cos? ¢ — sin? ¢
und sin(2¢) = 2sin @ cos ¢
d d
d—y(cp) =2 (asin g cos(2¢)) = acos p cos(2¢) — 2asin psin(2p)
P P
= a [cos o(cos? ¢ — sin? ) — 4sin? ¢ cos ¢] =acosyp (0082 @ — 5sin? )

!
0=

:acosnp(l —631n2cp).

11



Fiir ¢ € (0,7) ist cos¢ > 0, also suchen wir Losungen der Gleichung 6sin?p = 1.
Die einzige Losung davon ist

o = arcsin —,
4 NG

da auch sin ¢ > 0 gilt im untersuchten Bereich. Fiir die Breite ergibt sich nun

. . . 2a 1
b = 2y(po) = 2asin g cos(2pg) = 2asin (1 — 2sin? @g) = 76 (1 - 3)
4a

Vo

Abgabe der schriftlichen Aufgaben am Mittwoch, 02. Dezember 2015 in den Schnelliibun-
gen. Die Multiple-Choice-Aufgaben sind online einzureichen.
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