D-MAVT, D-MATL Analysis 1
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Serie 7

1. Was fiir eine Kurve stellt die Parametrisierung

sin(1 — 2
7(t) = <C088_§2))>, teR
dar?

1) v Ein Kreis
X Eine Ellipse
X Eine Parabel

)
)
)
iv) X Eine Gerade
)
)
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v) X Ein anderes Objekt

vi) X Diese Parametrisierung ist mathematisch nicht zuléssig.

Loésung
Es gilt
22(t) + y2(t) = sin®(1 — t?) + cos?(1 — %) = 1,

was der Kreisgleichung des Einheitskreises entspricht. Der Term 1 —t? nimmt auch alle
Werte in [—27, 0] an fiir ¢ € R, also wird der gesamte Einheitskreis gezeichnet.

2. Wir betrachten fiir C,1 € (0, 00) die Bernoulli-Spirale, welche durch alle Punkte in R?
gegeben ist, deren Polarkoordinaten (g, ) die Gleichung

0= Cel¥
erfiillen. Welche Aussagen sind richtig?
i) X Die Differenz der z-Koordinaten zweier aufeinanderfolgender Schnittpunkte der

Spirale mit der positiven x-Achse ist konstant.

ii) X Die Evolute der Bernoulli’schen Spirale ist in Polarkoordinaten fiir a,b € R
durch die Gleichung ¢ = a 4 by gegeben.

iii) v Der Winkel zwischen dem Ortsvektor 7(¢) eines Punktes auf der Spirale und
seinem Tangentialvektor 7(¢) ist konstant.

iv) v Der Quotient der z-Koordinaten zweier aufeinanderfolgender Schnittpunkte der
Spirale mit der positiven z-Achse ist konstant.

e Losung
Die erste Option ist falsch.
Eine Parametrisierung der Bernoulli-Spirale ist durch

0= () = (Geid)



gegeben (fiir ¢ € R). Die Schnittpunkte mit der x-Achse erhdlt man also aus der
Gleichung

y(p) = Ce'?sin(p) = 0

mit den Losungen ¢ = km, k € Z. Die Schnittpunkte mit der positiven x-Achse
sind also

(x(27k),0) = (Ce*™0), k € Z.

Die Differenz der z-Koordinaten zweier aufeinanderfolgender solcher Punkte ist
also

z(2nk) — 2(2n(k — 1)) = Ce?mk — Ce2imk=1),
was nicht konstant ist, da der Wert von k abhéngt.

Loésung
Die zweite Option ist falsch.
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass im Spezialfall C = [ = 1 die Bernoulli-Spirale

e? cos(p)

) = (w sin(cp))

) = (o))

e? cos(yp)

die Evolute

besitzt. Insbesondere bekommen wir diese Evolute durch eine Drehung der Spirale
um den Winkel § im Gegenuhrzeigersinn. Die Evolute ist also wiederum eine
Bernoulli-Spirale.

Losung
Die dritte Option ist richtig.
Der Tangentialvektor ist

() = Cle!? cos(p) — Cel? sin(yp)
"= oletv sin(y) 4+ Cel% cos(p) )

Der gesuchte Winkel a wird nach Definition des Skalarproduktes berechnet durch

cos(a) =

(o) o) _ CRe o
@) [F(@)]  VORete - JORRe 1 C2ee P+ 1

welcher unabhéngig von ¢ ist.

Losung
Die vierte Option ist richtig.
Der Quotient der z-Koordinaten zweier aufeinanderfolgender solcher Punkte ist

x(27k) Ce2rk onl
= =,
z(2r(k—1))  Ce2n(k=1)

Dies ist unabhéngig von k.



3. Gegeben sind die Kurven K (links) und K» (rechts), die beide fiir wachsenden Para-
meter ¢ von links nach rechts durchlaufen werden. Es bezeichnen k;(t) und ko(t) die
Kriimmungen der beiden Kurven. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

1

)
ii)
iii)

)

v

v kq ist positiv.
v t — ko(t) ist monoton fallend.
v ko ist negativ.

v t+— ki(t) ist monoton wachsend.

Losung

Die erste Kurve kriimmt sich nach links, also ist k; positiv. Analog kriimmt sich die
zweite Kurve nach rechts, also ist k9 negativ. Der Kriimmungskreis wird bei beiden
Kurven mit steigendem t kleiner, d. h. der Kriimmungsradius 1/|k| wird in beiden
Fillen kleiner. Beide Kriimmungen k; und ks sind damit im Absolutbetrag monoton
wachsend. Da ko negativ ist, muss es also monoton fallend sein.

4. Welche der folgenden Kurven haben konstante Kriimmung?

i)
ii)
i)

)

111

v

v/ Der Kreis mit Mittelpunkt (%2,0) und Radius .

X Die Ellipse mit Mittelpunkt (0,0) und Halbachsen a = 2 und b = 3.
v Die Kurve R — R?, ¢ — (4t,7t — 8).

v’ Die Gerade durch (2, —3) mit Steigung 1.

e Losung

Die erste Option ist richtig.

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Kriimmung eines Kreises mit Radius
r immer gleich 1/7 ist. In unserem Beispiel ist die Kriimmung also konstant gleich
8/17.

Losung
Die zweite Option ist falsch.
In der Vorlesung wurde fiir die Kriimmung einer Ellipse mit den Halbachsen a

und b die Formel
ab

k(t) =
®) (a2sin?t + b2 cos? t)3/2

hergeleitet. Fiir verschiedene Werte von ¢ dndert sich also k(t).



e Losung
Die dritte Option ist richtig.
Es gilt #(t) = 4(t) = 0, somit ist die Kriimmung konstant gleich Null. Die Kurve
ist insbesondere eine Gerade.

e Losung
Die vierte Option ist richtig.
Die Gerade wird beispielsweise parametrisiert durch

=(,"5)

es gilt also #(t) = ¢(t) = 0. Analog sieht man, dass jede Gerade Kriimmung Null
hat.

5. Priifungsaufgabe Sommer 2015:
Betrachte die Kurve im Bild, die in Pfeilrichtung durchlaufen wird.

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

i) X Der Absolutwert der Kriimmung in P ist grosser als in Q.
ii) v In den Punkten mit —1 < z < —3 ist die Kriimmung positiv.

iii) v Es sei eine ebene Kurve gegeben durch die Parametrisierung

7(t) = <s(;(r)1$((2tt))> ,te o,

Dann ist eine explizite Darstellung dieser Kurve gegeben durch

y(x) =2z 1 — 22, fir z € [-1,1].

e Losung
Die erste Option ist falsch.
Die Kriimmung ist (bis auf das Vorzeichen) das Inverse des Kriimmungsradius.
Der Kriimmungsradius wiederum ist der Radius des Kreises, welcher die Kurve
(in dem jeweiligen Punkt) am besten approximiert. Wenn wir in P und in @ einen
Kreis an die Kurve legen, so sehen wir, dass der Radius in ) echt kleiner sein
wird als in P. Folglich ist die absolute Kriimmung in @ echt grésser als in P.



e Losung
Die zweite Option ist richtig.
Die Kriimmung ist positiv, wenn der Weg eine Linkskurve beschreibt (und um-
gekehrt). Gemiss Pfeilrichtung beschreibt der Weg von z = —1 bis z = 0 eine
Linkskurve.

e Losung
Die dritte Option ist richtig.
Um die explizite Darstellung zu erhalten, eliminieren wir den Parameter t. Wir
benutzen die trigonometrische Identitét sin(2¢) = 2sin(¢) cos(¢) und erhalten den
Zusammenhang
y = 2xsin(t) mit x = cos(t).
Mit Hilfe der Identitiit cos?(¢) + sin?(t) = 1 erhalten wir y = +22v/1 — 22. Um

das Vorzeichen zu bestimmen, setzen wir ¢ = 7 in die Parametrisierung ein: es

ergibt sich #(Z) = (-=,1) und damit muss also fiir z = % auch y = 1 sein.

V3
Folglich ist
y(x) =221 — 22

richtig.

6. Bestimme den im ersten Quadranten (z > 0, y > 0) liegenden Schnittpunkt der Kurven
2y = 3 und 2% — y? = 8. Beweise ausserdem, dass sich die Kurven in diesem Punkt
orthogonal schneiden (d.h. dass die beiden Tangenten aufeinander senkrecht stehen).

Losung
Wir bestimmen zunéchst den gesuchten Schnittpunkt.
Aus der Gleichung fiir die erste Kurve sehen wir direkt, dass kein Punkt mit z = 0

darauf liegt, also diirfen wir durch «x teilen und erhalten y = %
Dies setzen wir in die zweite Gleichung ein und erhalten
9
P -5 =8 < 2'-9=8? = 2'-8*-9=0.

72
Mit der Substitution z = 22 miissen wir also die quadratische Gleichung
2 —82-9=0

16sen. Dies ergibt

4+ /64
z:w=4i5:—loder9.

Wegen z = 2 ist nur z = 9 eine mogliche Losung, dies fithrt auf z = 3. Da wir den
Schnittpunkt mit z > 0 suchen, kommt nur noch x = 3 infrage. Wegen y = % finden
wir also den Schnittpunkt (3,1).

Um die Steigung der beiden Kurven im Schnittpunkt zu berechnen, schreiben wir diese
zunéichst explizit hin: Die erste Kurve ist f(z) = 2, die zweite Kurve g(z) = V22 — 8
(fiir y > 0). Das ergibt die Parametrisierungen

7(z) = <“§> und 3(z) = < mj’_ 8) .
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Fiir den Winkel a zwischen den beiden Kurven gilt somit

o) do) (x )(%)

s

os(a) = ()] - |5(2)| 7(z)] - |5(z)]

Den Nenner dieses Ausdrucks miissen wir gar nicht weiter auflésen; wir sehen, dass wir
fiir = 3 die Gleichung cos(«) = 0 erhalten, also o = 7/2.

5

7. Man bestimme die Kriimmungsfunktion ¢ — k(t) sowie die Evolute ¢t — Z(t) der
kubischen Parabel t + 7(t) = (¢,3), t € R. Wo wird die Kriimmung minimal oder
maximal? (Man beachte das Vorzeichen.) Wie verhélt sich Z(¢) in der Néhe von ¢ = 07

Losung
Wir definieren x(t) = ¢ und y(t) = t3. Die ersten und die zweiten Ableitungen dieser
Funktionen sind
B =1, () =37,
Z(t) =0, j(t) = 6t.
Aus den Formeln fiir die Kriimmung und Evolute von # folgt, dass

&ij — i 6
k(t) = =
( ) ($2 + y2)3/2 (]_ + 9t4)3/2

2 | 2 2 | 2
. T+ . e+ .
z(t)z(ac— yyy—i— ym)

fir t € R ist und

iy —yE” T dfj - gi
1+9t* 5 5 149t
=(t— B3
( 6t AR

t—9t5 1+ 15¢4
2 7 6t



fiir £ € R\ {0}. Die Evolute ist an der Stelle ¢ = 0 also nicht definiert. Dies ldsst sich
dadurch erklédren, dass die Kurve dort einen Wendepunkt besitzt, also Kriimmung Null
hat.

Die erste Ableitung der Kriimmung ist

6(1 — 45t4)

K (t) = T

Darum hat k& mogliche Extrema an den Stellen ¢ = £45- /4. Um zu bestimmen,

ob es sich dabei um Maxima, Minima oder Wendepunkte handelt, konnten wir die
zweite Ableitung der Kriimmung berechnen und das bekannte Kriterium verwenden.
Hier wollen wir uns dies jedoch ersparen und beschreiten einen anderen Weg. Es gilt
namlich

lim k(t) =0, k(45~/%) > 0 und k(—45"/%) < 0,

t—+oo

somit liegt an der Stelle t = —45~1/4 (bzw. t = 4571/4) ein globales Minimum (bzw.
ein globales Maximum) der Kriimmung vor.

Fiir kleine ¢ ist Z(t) asymptotisch zu §(t) = (%, &), da die hoheren Potenzen von ¢

vernachlassigbar sind.

. Priifungsaufgabe Sommer 2014:
Gegeben ist die Parametrisierung der Kettenlinie

a:tw (t,cosht), teR.

a) Bestimme die Kriimmungsfunktion ¢ — k(¢) der Kurve @ sowie den Radius rp und
das Zentrum zg des Kriimmungskreises an der Stelle t = 0.

Losung
Definiert man (z(t), y(t)) := (¢, cosht) = a(t), so kann man die Kriimmung durch
die folgende Formel bestimmen:

i) — i)
M= w4 g

Wir haben &(t) = (1, sinht) und &(t) = (0, cosht). Dann ist

cosht —0 cosht 1

(1 + sinh? t) 3/2 (cosh2 t) 3/2 " cosh®t’
Der Radius rg des Kriimmungskreises an der Stelle t = 0 ist also

11
[k(0)]

ro = =1

Y

1
coshZ(O)’



und sein Zentrum zp ist durch die folgende Formel gegeben (Evolute):

n(0)

In(O)II”

wobei n : t — n(t) = (—y(t), ©(t)) der Normalenvektor ist, welcher aus einer
Drehung von &(t) im Gegenuhrzeigersinn entsteht. Fiir n gilt:

2o = a(0) + ¢ -

n(t) = (—sinht, 1); |n(t)|| = v/(—sinht)2 + 12 = cosh .
Somit ist
(—sinh(0), 1)

0=(0,1) 1. 0
[lcosh(0)

= (0,2).

b) Dieser Kreis (mit festem Radius ) rolle entlang o ab. Bestimme das Zentrum z(t)
des Kreises mit Bertihrpunkt «(¢) sowie den Geschwindigkeitsvektor der Kurve
t + z(t) zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Losung
Das Zentrum z(t) des Kreises mit Radius 79 und Bertihrpunkt «(t) wird parame-
trisiert wie folgt:

n(t

)
()]l

1
= |t —tanht ht .
( annt, cos +cosht>

Der Geschwindigkeitsvektor dieser Kurve ist

(—sinht, 1)

z(t) = a(t) + o - p—

= (t, cosht) +1-

inh ¢ h?t —1
sin > _ cos (1, sinh )

(1) <1 L Ginht
z(t) = — ————, sinht —
cosh? cosh?t cosh?t

= tanh?¢ - (1,sinht).
Somit ist 2(0) = tanh?(0) - (1,sinh(0)) = (0, 0).
. Das Kartesische Blatt ist die Kurve C' gegeben durch die Parameterdarstellung

t 12
xr = ——
t3+1’°

wobel —oco <t < —1 und -1 <t < +00.

a) Bestimme die Gleichung, d. h. eine implizite Darstellung, von C.

Losung
Aus

t3 16 t3
(t3 + 1)3 + -

3., .3 _ —
Y= Br1p @Bz Y

ergibt sich die Gleichung
3+ —zy =0.



1.0+

-1.0 . 1.0

-1.0

1—2xy+/1—4zy

5oy , woher wir den Parameter ¢

Aus zy = ﬁ schliessen wir t3 =
wieder zuriickbekommen koénnen fiir xy # 0.

Zeige, dass C beziiglich der Geraden y = x symmetrisch verlduft.

Losung

Die Gleichung 23 +y% — 2y = 0 ist offensichtlich symmetrisch in  und y (d. h. wir
konnen z und y vertauschen und erhalten wieder dieselbe Gleichung).

Bestimme die Schnittpunkte von C' mit der Symmetrieachse y = x sowie die Tan-
genten in diesen Schnittpunkten.

Losung
Wir setzen x = y in der impliziten Gleichung fiir C' und erhalten

P2t —rr=0 = 2= = szoderw:%.

(z,y)
(z,y)

1-1 1/3
alsotz( 12> =1.

2
Die Tangentensteigung berechnet sich zu

(0,0) entspricht dem Parameter ¢ = 0.
1
2

1/3
(3,1) entspricht dem Parameter ¢ = (% Vyl_m’) . Einsetzen ergibt

2t(¢34+1)—t2-3¢2
yt) HLolmrr (tsll)z 2B+ 1) — 2382 t(2-t3) {0, t=0
i T (4D —t3t2 T 3 — .32 T 1 =923 ) _ —
x(t) e (t3+1)—t¢-3t 1—2t 1, t=1.

Die Tangente durch (z,y) = (0,0) ist diejenige zu t = 0, also y = 0. Da die Kurve
C' symmetrisch ist beziiglich y = x, hat sie eine zusétzliche Tangente bei (0,0),
und zwar die y-Achse x = 0.

Die Tangente durch (z,y) = (%, %) ist diejenige zu t = 1, also y = —x + ¢ fiir
g=i+ldhazty-1=0.



d) In welchen Punkten sind die Tangenten parallel zu den Koordinatenachsen ?
Losung
Aus c) wissen wir, dass die Tangenten durch (0,0) gerade die Koordinatenachsen
sind. Es gibt aber noch mehr: Wir setzen die Steigung gleich Null und erhalten

x( ) 3 0 0 Od T f

Das ergibt die Punkte (z,y) = (0,0) und (%, %), wo die Tangenten horizontal,
also parallel zur z-Achse sind.

Da die Kurve symmetrisch ist beziiglich y = z, sind die Tangenten in den Punkten

(z,y) = (0,0) und (\3/ZI ﬂ) vertikal, d. h. parallel zur y-Achse.

"33
e) Zeige, dass die Gerade y = —z — % eine Asymptote von C' ist.
Losung
Es gilt
li = (— li = —00).
i;rg%(w(t),y(t)) (=00, 00) und i;rg%(w(t),y(t)> (00, —00)
>— <—

Wir berechnen also

1 t2 t 1 t+t2+ 13 +1)
li S - — )= lim —— g 3
Jm, y(t) ( =(t) 3) g T B R e i 41
) 1+ 2t + ¢
B, LHAEET )

t——1 3t2
Folglich ist y = —x — % eine beidseitige Asymptote.

10. Die Punkte A = (—1,0) und E = (1, 0) in der Ebene seien durch drei bewegliche
diinne Stibe AB, BD und DE der Lingen v/2, 2 bzw. v/2 miteinander verbunden.

K sei die Menge aller moglichen Positionen des Mittelpunktes C' = (x, y) der Strecke
BD.

10



a) Es bezeichne v den Steigungswinkel der Strecke BD. Driicke die Tatsache, dass D
im Abstand v/2 von E liegt, durch eine Gleichung in z, y und «a aus.

Losung

Wenn C = (z, y) ist, dann sind die Ko-
ordinaten von D durch

D = (z+cosa, y + sina)

gegeben (siehe das Bild rechts).

Ausserdem bewegt sich der Punkt D
in einem Kreis mit Radius v/2 um den
Punkt E = (1, 0). Somit wird die Lage
von C durch die Gleichung

2sin «

(v +cosa— 1)? + (y +sina)? = (V2)?

beschrieben. Dies ldsst sich in die folgen-
de Gleichung umformen:

B 2cosa

11



2% 4+ y* — 22(1 — cosa) + 2ysina — 2cosa = 0.

b) Bestimme eine entsprechende Gleichung fiir B.

Losung
Es folgt aus dem Bild analog zum obigen Fall, dass

B = (z—cosa, y —sina)
ist. Da sich der Punkt B in einem Kreis mit Radius v/2 um den Punkt A = (-1, 0)
bewegt, ldsst sich seine Lage durch die Gleichung
(x —cosa+1)% + (y —sina)? = (V2)?
ausdriicken. Nach einer Umformung bekommt man:

22 + 9%+ 22(1 — cosa) — 2ysina — 2cosa = 0.

c¢) Bilde die Summe sowie die Differenz der in a) und b) erhaltenen Gleichungen und
zeige dann, dass die Punkte in K entweder

I 22+y?=2 oder
(ID) (22 +y%)? = 2(a? —y?)

erfiillen.

Loésung
Aus der Summe und Differenz der Resultate aus a) und b) ergeben sich

2?2 41y =2cosa (+) bzw. z(1—cosa) =ysina. (—)

Man quadriert die Gleichung (—) und bekommt

r?(1 —cosa)? = y?sin®a

= 9y%(1 —cos®a)
= 2%(1 —cosa)(1 + cosa).

2

Somit ergeben sich zwei Moglichkeiten:
cosa =1 oder z?(1—cosa)=1y*(1+ cosa).

Zusammen mit der Gleichung (4) erhélt man also
2, .2 2 4 .2
2?2 +9? =2 oder 2° (1—m;—y> =y’ <1+x —;—y >

Nach Umformungen der zweiten Gleichung ergibt sich das erwartete Ergebnis,
namlich

2 +y =2 (I) oder (2®+y?)?=2(2*—1¢?) (II).

12



d) Welche Kurve beschreibt (I)?

Losung
Die Gleichung 22 +y? = 2 beschreibt implizit den Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius v/2.

e) Wie lautet die Gleichung (II) in Polarkoordinaten o, 7
Hinweis: cos 2 = cos? ¢ — sin? .
Losung

Wenn man die Transformation x = pcos¢ und y = psin @, mit o > 0, anwendet,
dann wird Gleichung (II) zu

ot = 2(0% cos® p — p*sin? @) = 20? cos(2¢p)

und somit ist
0% = 2cos(2¢).
Es handelt sich um eine Lemniskate.

Bemerkungen: Aus der Herleitung in c¢) wissen wir, dass der Kreis nur im Falle
cos a = 1, also wenn die Strecke BD horizontal liegt, moglich ist. An den Punkten
(£/2,0) kann man zwischen Lemniskate (IT) und Kreis (I) hin- und herwechseln.

Diese Aufgabe beschreibt den sogenannten Watt-Mechanismus. Weitere Informa-
tionen unter: https://de.wikipedia.org/wiki/Watt-Mechanismus.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben am Mittwoch, 11. November 2015 in der Vorlesung. Die
Multiple-Choice-Aufgaben sind online einzureichen.
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