D-MAVT, D-MATL Analysis 1
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Losung: Serie 1

1. O entweder monoton wachsend oder monoton fallend.
« beschrankt.
@ die Summe einer Nullfolge und einer konstanten Folge.

O alternierend.

Option 1: Falsch. Die Folge (%) ist zum Beispiel weder monoton wach-

send noch fallend, aber trotzdem konvergent.

Option 2: Richtig. Wenn (a,,) eine gegen a € R konvergente Folge ist, dann
existiert N € N, so dass fiir n > N die Ungleichung |a,, — a| < 1 gilt. Daraus
folgt, fiir n > N mit der Dreiecksungleichung, dass

|an| = lan —a+af <lan —a| +af <1+ al.
Somit ist |a,| < max {A,1+ |a|}, wobei A = max {|a,||n=1, ..., N —1}.

Option 3: Richtig. Wenn a,, — a, dann ist (a,) = (b,) + (a), wobei die Folge
(bn) := (an — a) eine Nullfolge ist.

Option 4: Falsch. Die Folge (%) ist ein Gegenbeispiel fiir diese Aussage.
2.0 qg< —1.

0q=-1.

v—-1<g<l.

vq=1.

Oq>1.



Fir ¢ < —1 wird die Folge unbegrenzt (und alternierend). Daher kann sie
nicht konvergent sein.

Fiir ¢ = —1 erhalten wir die alternierende Folge

(an) = (—a, a, —a, a, ...).

Diese Folge ist natiirlich nicht konvergent.

Fir —1 < ¢ < 1 ist die geometrische Folge eine Nullfolge, also insbesondere
konvergent.

Fir ¢ = 1 haben wir die konstante Folge a,, = a. Diese ist natiirlich konver-
gent.

Fiir ¢ > 1 ist die Folge unbeschrankt und damit auch nicht konvergent.

.0 Die Folge ist monoton wachsend.
O Die Folge ist beschrankt.

@ Die Folge ist eine Nullfolge.

O Die Folge ist konvergent.

O Der Limes der Folge ist 1.

Fiir alle n > 1 gilt

n+1 n _ (n+1)(n+1)—-n(n+2) 1

— — = = > 0.
n+2 n+1 (n+2)(n+1) n? +3n+ 2

Ap4+1 — An

Es folgt a,+1 > a,, d.h. die Folge ist monoton wachsend. Weiter gilt

. ) n . 1
lim a, = lim = lim T =
n— 00 n—oomn + 1 n%ool-{-z

Somit ist die Folge beschrankt und konvergiert gegen 1 und nur die dritte
Option ist anzukreuzen.

.0 Eine divergente Folge ist nicht beschrankt.
0 Jede beschrankte Folge ist konvergent.
v Jede konvergente Folge ist beschrankt.

¥ Eine nicht beschriankte Folge divergiert.



Option 1: Falsch. Z.B. ist ((—1)"), ¢y beschrankt und divergent.
Option 2: Falsch. Z.B. ist ((—1)"), ¢y beschrankt und divergent.

Option 3: Richtig. Wenn (a,,) eine gegen a € R konvergente Folge ist, dann
existiert N € N; so dass fiir n > N die Ungleichung |a,, — a| < 1 gilt. Daraus
folgt, fiir n > N mit der Dreiecksungleichung, dass

|an| = lan —a+a| <lan —af +la| <1+ al.
Somit ist |a,| < max{A,1+ |a|}, wobei A = max {|a,||n=1, ..., N —1}.

Option 4: Richtig. Wie gerade erlautert, sind konvergente Folgen beschrankt.
Also miissen unbeschriankte Folgen divergieren.

5.0 x < 4.
O |z| < 4.
00<z<?2
vw-2<z<4
0O-3<x<3
Es gilt
|lz—1-1<2e 2<|z—-1|-1<2&e -1<|z—-1] < 3.
Da der Betrag sowieso > 0 ist, ist letzteres aquivalent zu

lt—1<3e -3<z-1<3& -2<zx<4

6.a) Induktionsverankerung: Fiir n = 1 wird die linke und die rechte Seite der
Gleichung jeweils 1.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n > 1 gilt (Induk-
tionsannahme) und zeigen damit die Aussage fiir n + 1. Wir rechnen, wobei
wir im Schritt (x) die Induktionsannahme verwenden:

14243+ -+ (n+1)=0+2+3++n)+(n+1)

+1_n2—|—n—|—2n+2 _ (n+1)+n+1

(%) n2+n+
n
2 2 2

Dies ist genau die Aussage fiir n + 1 und alles ist gezeigt.



b)

Induktionsverankerung: Fiir n = 0 wird die linke Seite gleich a. Auf der

rechten Seite erhalten wir )
— q .
1—q
somit ist die Induktionsverankerung gezeigt.

a

a,

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n > 0 gilt (Induk-
tionsannahme) und zeigen damit die Aussage fiir n + 1. Wir rechnen, wobei
wir im Schritt (%) die Induktionsannahme verwenden:

a+a.q+a.q2+...+a.qn+1:(a+a.q+a.q2+...+a.qn)+a.qn+1

)  1—g"! il
= 1—¢ +a-q
1— qn+1 +qn+1 o qn—|—2 1— qn—|—2
=a- =q- ————.
1—q 1—¢q

Dies ist genau die Aussage fiir n + 1 und alles ist gezeigt.

Aus Teilaufgabe a) wissen wir, dass

n(n+1).

14+42+...4+n= 7

Somit lasst sich die Folge fiir n > 1 schreiben als

1 2 n 1
an= 5 st s = (1424 4 n)
I nn+1) n+1 1 1
n? 2 T o 2 2

on’
Da die Folge (%)n>1

monoton fallend und gegen % konvergent.

eine monoton fallende Nullfolge ist, ist (a,)n>1 ebenso

Zunichst gilt by = a, lo = V2a und bolg = vV2a? =1m? = a = _é_im

Die rekursive Definition der Formate liefert [, = by_1, by = l’“2‘ L fir k> 1.

Also:
2
a und I, = _\/_ak fir £k > 0.

T (V2 (V2) =

Daraus folgt

l 1m 1m
b_k =V2, b= e k= k—3%°
g (vV2) ' * (vV2)" *



b) i) Seitenldngen grosser als 1 mm heisst, dass die Breiten grosser als 1 mm
sein miissen. Wir rechnen unter Verwendung der Logarithmus-Gesetze

b > 1073 m
1
& - >107%m
(V2) ?
s 10°> (V2)Fta: =23ts
Eo1
& log,(10%) > = + =
0gs( )_2+4
& 31 10>k+1
O — —
&2V =5 T

1 6
& k<6log, 10 — - = —

1
-~ 19.4.
2 logi g2 2

Wir stapeln somit bis zum Format DIN A19. Da wir insgesamt 20 Blétter
aufeinander legen, betriagt die Hohe h = 20 mm. Das Volumen V}, eines
DIN Ak - Blattes der Stérke 1 mm betrigt weiter

1 1 1
Vi=bp-lp-10%m=—— 2 10%m=— 10" m®,

VD )R 2

Somit ergibt sich fiir das Volumen V des Stapels

19 19 1 1— (1)20 1
— E _ E -3..3 _ 2 -3 -3..3
k=0 k=0 2

ii) Analog zu oben erhalten wir

1 1
b, > 1079 me k < 8 — — &~ 59.3.
log;p2 2

Es gilt somit £ =59, h = 60mm, V = (2 — 259) 103 m?
iii) Falls by beliebig klein sein darf, dann gilt fiir & — oo offensichtlich h —
oo. Weiter:

=Y Vi=) —-107%m*=—+-10%m® =2-10"%m?.
k=0 1-3



8. e Esist cosp = 0 fiir ¢ = § + km, k € Z. Daher ist cos(3z + 1) = 0 fiir
3r +1= 5 + km und somit

1
cos(3z+1) =0 < x:§<g+lm—l>,kez.

e Es ist siny = 0 fiir ¢ = km, k € Z. Deshalb ist sin (%) = 0 fiir % =kr
und somit

1 1
: Z)l=0 = —_ keZ\{0}.
sm(w> = T o € Z\ {0}

e Esist cos(3z + 1) =1 fiir 3z + 1 = 2kn, k € Z, und somit

1
cos(3x+1)=1 < z= §(2k7r—1), ke Z.

e Es ist sin(1) = \/Tg fir L = Z 4 2km oder L = 2F + 2k7, k € Z, und
somit

1 3 1 1
sin | — :\/—_<:>x:7r—oderx:2—,k:€Z.
x 2 5+ 2km 5+ 2km

. Bemerke, dass f eine rationale Funktion ist und dass sie sich wie folgt fakto-
risieren lésst:

??+2c -3  (z+3)(xz—1)

I x|—>x3—3§2—2x_w(w—2)(a)+1)'

Wie jede rationale Funktion ist f {iberall in R ausser in den Nullstellen des
Nenners definiert. Somit ist der maximale Definitionsbereich von f die Menge

R\ {-1, 0, 2}.
Die Nullstellen von f sind genau die Nullstellen des Z&hlers, ndmlich —3 und 1.

Nach Untersuchung der Vorzeichen der Faktoren im Z&hler und im Nenner
folgt, dass
P=(-3, —1)U(0, 1)U (2, o0),

N = (_007 _3) U (_17 0) U (17 2)7
wobei P die Menge ist, in der f positiv ist und N die Menge ist, in der f
negativ ist.

Der Graph T'(f) ist:



]-0-f07f1:
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