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Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Schnelliibung 7

1. Berechne alle ersten partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) flz,y) =x;

Losung

%f(xay):L é%f(‘rvy): :
b) f(z,y) =e";

Losung
e f@y) =yey, B f(a,y) = ze.
c) flz,y) =a¥;
Losung
a%f(xay) = yavl, a%f(:n,y) = %eybg’c = (logz)e¥1°8% = g¥1og x.
d) fla,y) = Ay
y
Losung
2+ 2\ __ (i 2 2_,..2 2
£ flz,y) = R v
(22— (i 2 .92
a%/f(xa y) = (= ?523-142(;62 Wy _ y(ﬁﬂ;yf)gy.
e) f(z,y) = z?ysin(zy).
Losung

5 f(2,y) = 2zysin(ay) + 2%y* cos(xy),

Zsin(zy) + 23y cos(zy).

Lf(w,y) ==
2. Bestimme die Richtungsableitung der Funktion f an der Stelle P in Richtung v in den
folgenden Beispielen.
Hinweis: Normiere die Vektoren v zuerst.

a) f(z,y) = 22" +2y°, P =(3,3), v =(-1,-3)";
Losung
Zunachst normieren wir den Vektor v zu € = L(—l, —3)T. Wir definieren die

V10
Kurve 7(t) := P +t€=(3,3) +1- \/%—0(—1, —3) und setzen ein:

) =1 (3= —=s- ) :2-(3-&))2” (g_j’l,otf

6t t? 18t 9t 48t 5
=2 (9—-—=+—|+2-(9—- =+ ) =36— — +2t°.
( V10 10) < V10 10) V10

Diese Funktion leiten wir ab und erhalten so die Richtungsableitung

Def(3,3) = T0) = —j%.



Einfacher geht es mit dem Satz aus der Vorlesung, es gilt

D€f(£7y) =e- gradf(:v,y)

of
Es ist ndmlich grad f(z,y) = (2»}5 (=, y)> = <i§>, also
dy

Def (P) =~ - grad £(3.3) = \/1?0 (:;) ' G;) - —jiio.

b) f(x,y) = log(l'Q erQ), P = (370)’ v = (1’*1)T;

Loésung
2z
Es gilt grad f(z,y) = <x22+yy2> und €= 2 < 11>, folglich
z21y2 -
()
~1 1 (1 2 V2
Dgf(P) = \/Q : gradf(?)?O) = E <_1> <8) = ?
) f@y) = 7oms P= 3,0, v=0DT
Losung
grad f(z,y) = — (22 + y?)~3/2 <Zj> und € = % <1), also
()
1 1 1 /3 1
Def(P) = grad f(3.0)- 25 =~ — (0> - (1)
3 V2
T V2.271 18

(Beim Skalarprodukt kommt es nicht auf die Reihenfolge an, es gilt e'grad f(z,y) =
grad f(z,y) - €)

3. Uberpriife die Integrabilititsbedingung fiir die folgenden Funktionen ¢(z,v), ¥(z,y).
Finde, falls moglich, eine Funktion f(x,y) (mit einem achsenparallelen Rechteck als

Definitionsbereich) mit f, = ¢ und f, = 1.
a) p(z,y) =

Losung

Die Funktionen v und ¢ sind auf {(z,y) € R? : y # 0} stetig differenzierbar, also
auch in einem achsenparallelen Rechteck in diesem Bereich. Es gilt

1 1
goy:—? und ¢y = —

) w(xay) = _%7

< | =

y?



die Funktionen ¢, erfiillen also die Integrabilitdtsbedingung. Wir suchen jetzt
nach der Funktion f.

Nehmen wir an, dass f(x,y) eine Funktion von zwei Variablen ist (definiert auf
dem achsenparallelen Rechteck), mit f, = ¢ und f, = 9. Wir integrieren zuerst
die Gleichung f, = ¢ nach x und erhalten

f(z,y) = 5 +u(y),

wobei u eine Funktion von y ist, die nicht von x abhédngt. Wir leiten das nun nach
y ab und benutzen f, = v, also gilt

x ! x
fylw,y) = == +u'(y) = P(z,y) = ——;
Y Y
Somit muss u/(y) = 0 sein, d. h. u(y) = C fiir eine Konstante C. Dann ist f durch
den folgenden Ausdruck gegeben:

x
=—+4C.
f(z,y) y

Nachrechnen ergibt tatsichlich die Gleichungen f, = ¢ und f, = .

p(x,y) = e” cosy, Y(z,y) = e”siny;

Losung

Die Funktionen ¢ und % sind iiberall stetig differenzierbar, also auch in einem
achsenparallelen Rechteck. Es sind

oy(z,y) = —e"siny und YP,(x,y) =e"siny.

Die Funktion g erfiillt also nicht die Integrabilitdtsbedingung, nach dem Satz von
Schwarz existiert keine Funktion f mit f; = ¢ und f, = .
2

S o Tlosy;
2(1+y2) 8V

p(x,y) = warctany, P(z,y) =

Losung
Die Funktionen v und ¢ sind auf {(z,y) € R? : y > 0} stetig differenzierbar, also
auch in einem achsenparallelen Rechteck in diesem Bereich. Es sind

X

und  Yg(z,y) = Ty

(e9) = 1
T,Y) = —
(Py 7y 1 + yg
Die Funktionen ¢, erfiillen also die Integrabilitdtsbedingung. Wir suchen jetzt
nach der Funktion f.
Nehmen wir an, dass f(x,y) eine Funktion von zwei Variablen ist (definiert auf
dem achsenparallelen Rechteck), sodass f; = ¢ und f, = ¢. Wir integrieren die
Gleichung f, = ¢ nach x und erhalten

22

flay) = 5 arctany + uy),



wobei u eine Funktion von y ist, die nicht von x abhéngt. Wir leiten das nun nach
y ab und benutzen f, = v, also gilt

332 2

fy(z,y) = 20+ 47 +u'(y) = 21+ 47

+ logy.

Somit muss u eine Stammfunktion von log sein; also u(y) = ylogy — y + C, fiir
eine Konstante C. Dann ist f durch den folgenden Ausdruck gegeben:
22
flz,y) = ?arctany+ylogy —y+C.

2+ 2y 2r — vy
d = —F=—= = -
) elay) = 5o 2 v V=g 7
Losung
Es ist
2@ +yt) - (2+29)2y 207 —dy —2y°
e (2% +y?)? (@24 y?)? und
e = 22 + y%) — 2z —y)2z  22? — 2zy — 2y
’ (22 +y?)? (2% +y?)?

Diese beiden Funktionen sind nicht gleich, also ist die Integrabilitatsbedingung nicht erfiillt.
Es gibt keine Funktion f mit f, = ¢ und f, = 9.

4. a) Bestimme die (Gleichung der) Tangentialebene an das Paraboloid z = 22 + y? im
Punkt (1,2,5).
Losung
Sei f:R? = R, (z,y) — 22 + y2. Die Gleichung der Tangentialebene an den
Graphen von f iiber dem Punkt (zq,yo) ist:

z = f(x0,y0) + fz(To,v0) (x — z0) + fy (20, y0) (¥ — yo)-
Es ist

fx(x>y):21'a fy(xay)zzy = fl’(172):2) fy(172)24'
Die gesuchte Tangentialebene hat also die Gleichung

z=5+2x—-1)4+4(y—2) oder 2zx+4y—z=>5.

2
b) Bestimme alle Tangentialebenen an das elliptische Paraboloid z = 222+ yZ’ welche

parallel zur Ebene E : x 4+ y 4+ z = 1 sind.

Losung

Wir nutzen aus, dass zwei Ebenen genau dann parallel sind, wenn ihre Normalen-
vektoren parallel sind.

Setzen wir



so hat die Tangentialebene an den Graphen von f (das ist das gegebene Paraboloid)
iiber dem Punkt (zg,yo) die Gleichung

2
0
2 =208+ %0 + dag(z — @0) + 2y ~ o)
2
:—2x3—%+4x0-m+%-y.

Der Normalenvektor einer solchen Tangentialebene ist damit (4zg, 3y, —1) und
dieser muss parallel zum Normalenvektor (1,1, 1) der Ebene E sein. Es gibt folglich
eine reelle Zahl \ mit

(4z0, 3yo, —1) = A~ (1,1, 1).

Es folgt, dass

A = —1 und deshalb zy = i L

= —— =2\ = -2
4 4a Yo

Einsetzen in die Gleichung der Tangentialebene fiithrt zu

T I G Y P [ T
ST 1) \" )T

1 1
1 =-4+1- - —y—-2
also =z 8+ <x+4> Y ]

d. h. z:—m—y—g oder J:—i—y—i—z:—%

Also ist nur die Tangentialebene x +y+ 2z = —% parallel zur Ebene x +y+ 2z = 1.



