D-MAVT, D-MATL Analysis 1
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Losung: Serie 5

1.0 f’ hat maximal zwei Nullstellen auf [a, b].
O f’ hat mindestens drei Nullstellen auf [a, b].
@ f’ hat mindestens zwei Nullstellen auf [a, b].
O f’ hat genau zwei Nullstellen auf [a, b].

Nach dem Mittelwertsatz (oder dem Satz von Rolle) liegt zwischen je zwei
Nullstellen von f mindestens eine Nullstelle von f’. Daher hat f/ mindestens
zwei Nullstellen. Im Fall f(x) = 0 fiir alle x € [a, b] ist auch f’ identisch gleich
0 auf [a,b]; also ist die erste und die letzte Option falsch. Ein Beispiel wie
f:1-2,2] — R mit

f(z) = 23z = 2(2”-3) = 2(x+V3)(x—V3), f(0) = f(—V3) = f(V3) =0

mit f'(z) = 3(x? — 1) = 3(x + 1)(z — 1) zeigt, dass die Anzahl der Nullstellen
von f’ gleich 2 sein kann (in diesem Fall x = —1, 2z = 1), womit auch die
zweite Option nicht immer erfiillt ist. Also ist nur die dritte Option richtig.

2. @ Ist f streng monoton fallend, so ist f’ < 0 auf (a,b).
O Ist f/ =0, so ist f konstant.
O Ist f/ > 0 auf (a,b), so ist f streng monoton wachsend.
O Ist f monoton wachsend, so ist f' > 0.

Die dritte Option ist eine korrekte Aussage als direkte Folgerung aus dem Mit-
telwertsatz.

Aus f" =0 (d.h. f/ > 0 und f’ < 0) folgt ebenso, dass f monoton wachsend
und monoton fallend ist, insgesamt ist f dann also konstant. Somit ist auch
die zweite Option eine korrekte Aussage.

Fiir die vierte Option nehmen wir widerspruchshalber an, dasseseina < £ < b
gibt mit f'(£) < 0. Also muss auch auf einem kleinen Intervall I mit £ € I gel-
ten, dass f’ < 0. Also ist f auf I strikt monoton fallend, was ein Widerspruch
ist. Also ist auch die vierte Option eine korrekte Aussage.

Die erste Option ist hingegen falsch: Ist f streng monoton fallend, so folgt
zwar ' < 0 auf (a,b), aber f’ kann in isolierten Punkten verschwinden. Ein

Beispiel dafiir ist f(z) = —22 mit f’(z) = —322. Offensichtlich ist f streng
monoton fallend, jedoch gilt f'(0) = 0.



3.0 f'(¢) = 0 = c ist eine Extremalstelle.
W f'(c) = 0 <= c ist eine Extremalstelle.
O f'(c) =0 < c ist eine Extremalstelle.
O Es gibt keinen Zusammenhang zwischen Extremalstellen und f’(c).

Eine Extremalstelle ¢ hat eine wagerechte Tangente, f'(c) = 0, aber nicht
umgekehrt. Zum Beispiel hat x — 23 einen Sattelpunkt bei z = 0, aber kein

(lokales oder globales) Extremum.

4.0 nicht anwendbar, weil die beiden ersten Briiche keine auf ganz R definierte
Funktion beschreiben.

v auf den zweiten Bruch nicht anwendbar, weil Zihler und Nenner fiir x — 1

nicht beide gegen 0 oder oo streben.

O nicht anwendbar, weil das Zihlerpolynom jeweils einen hoheren Grad als das
Nennerpolynom hat.

O auf den ersten Bruch nicht anwendbar, weil Zéhler und Nenner fiir z — 1 nicht

beide gegen 0 oder oo streben.

O durchaus anwendbar und die Uberlegung richtig!

Die Regel von Bernoulli-de 'Hopital ist anwendbar, wenn sowohl der Zahler
als auch der Nenner beide gegen 0 oder beide gegen oo streben. Die anderen
genannten Bedingungen haben auf Bernoulli-de I’'Hopital keinen Einfluss.
Fir x = 1 gilt 22 + 2 — 2 = 0 und 22 — 3z + 2 = 0. Damit ist die Regel
von Bernoulli-de I’'Hopital auf den ersten Bruch anwendbar und das erste “="
stimmt. Fiir den zweiten Bruch sind dagegen die Voraussetzungen nicht erfiillt,
denn der Nenner hat an der Stelle 1 den Wert —1 und der Z&hler den Wert 4.
Vielmehr gilt:

> +r—2 i 3:v2+1_3+1_

lim ———— = lim = —4.
x—>1x2—3x—|—2 z—1 20 — 3 2—-3




Das Volumen der Schachtel ist als Funktion von z € [0, 8] durch
V(z) = 2(16 — 22)(21 — 22) = 423 — 742? + 336z

zu berechnen. Bemerke, dass V' > 0 und V(0) = V(8) = 0 ist. Die Extrema die-
ser Funktion sind also, wenn sie existieren, unter den Losungen der Gleichung
V'(z) = 0. Die Ableitung von V ist durch

V'(z) = 1202 — 148z + 336
gegeben. Wir 16sen nun die Gleichung 322 — 37z + 84 = 0. Es ist

37T+ V372—-4-3-84
o 6
Man betrachtet jetzt die zweite Ableitung: V" (z) = 24z — 148. Da V" (3) < 0
ist, ist £ = 3 ein Maximum. Der andere Wert = = % liegt nicht im Intervall
[0, 8] und ist deshalb nicht zu betrachten. Das globale Maximum ist also z = 3.
(Die globalen Minima auf [0, 8] sind die Randpunkte 0 und 8, wo das Volumen
0 ist.)

— 28
— (3,2},

6.2) Wir bringen den Term zuerst auf einen Nenner und verwenden die Regel zwei-

mal:
. 1 1 . xr—sinx BH. .. 1 —coszx
lim - ——)=lim— = lim —————
z—=0 \sinx «x z—0 zsinz z—0 x cosx + sinx
B.H. .. sin
=" lim =0

z—0 x(—sinz) + 2cosx

b) Wir schreiben den Term um:

_ 12 _ 1. (i ) O) ( , log(cosx)>
alcli%(cos x) ili% exp( — log(cos x) exp ili% — 2
B.H. (1' —_Ccs,lsnmm> - (1, tanx)
= e (fim 52) = e (lim —,
B.H. . l4tan?z . 1
= exp(lim — ) —ep(—3) e,

Bei (%) haben wir verwendet, dass die Exponentialfunktion stetig ist, um den

Grenzwert hineinzuziehen.

c) log (1+ 3 . 3 cos?
lim cot xlog (1 + 3z) = lim log (1 + 32) P i 22— lim s T _
z—0 z—0 tanx z—0 T x—0 14+ 3z

d) Achtung, hier muss man nach h ableiten und nicht nach z.

po L@ ) = 2f@) + fa =) pa | fath) — f B
h—0 h?2 h—0 2h

Bemerkung: Es gibt Funktionen, welche nicht zweimal stetig differenzierbar

sind, fiir welche der gesuchte Grenzwert aber trotzdem existiert (Beispiel:

f(z) =z - |z]).



7.a)

Wenn z # 0, dann folgt aus den bekannten Rechenregeln, dass h an der Stelle
x differenzierbar ist. In diesem Fall gilt //(z) = 2z sin (+) — cos (1).
An der Stelle z = 0 ist h auch differenzierbar iiber den Differentialquotienten:
. h(Ax) — h(0) ) _ 1
/ _ _ ) =
R - Vv
wobei die letzte Gleichung gilt, denn der Sinus ist beschrinkt durch 1 und
damit |Azsin (£ )| < |Az| — 0 fiir Az — 0.
Die Ableitungsfunktion A’ : R — R von h ist also

) {(z)xsm B =), o£0

(Beachte, dass man im Allgemeinen nicht einfach f(0) = 0 zu f/(0) = 0
ableiten kann!)
Die Funktion A’ ist fiir alle x # 0 stetig, jedoch nicht an der Stelle x = 0, weil

lim,_,o k() nicht existiert: Der Term cos(1) schwingt fiir  — 0 zwischen —1
und 1 hin und her, ndhert sich aber keinem Wert an.
Mit Hilfe des Hinweises erraten wir die Asymptote: Die Funktion sin% wird

durch % gut approximiert fiir x — +00, da dann % — 0. Also

h(z) =2’sini ~a’l =g
fiir £ — *o0.
Die Funktion k : x —— =z ist nun tatséchlich eine Asymptote von h(x) fiir

T — +o0o:

lim (h(z) — k(z) = lim (e2sinl —2) "= lim (ismu—l)

r—+oo z—+oo z u—0E \ u2 U
. sinu —u BH. .. cosu — 1
= lim — = lim ——
u—0* u u—0* 2u
B.H. ,. —sinu
=" lim =0.
u—0*E 2



8. Das Maximum auf dem Intervall [a, b] wird entweder am Rand angenommen,
also in a oder b, oder in einem kritischen Punkt (d.h. f'(x) = 0).
Wir suchen zuerst lokale Maxima von f auf ganz R. Man hat

fl(x) = 62> — 18z + 12 = 6(z — 1)(z — 2),

also sind zg = 1, x1 = 2 die kritischen Punkte.

Mithilfe der ersten Ableitung sieht man, dass f auf dem Intervall (—oo,1)
strikt monoton wachsend, auf (1,2) strikt monoton fallend, und auf (2, 0c0)
strikt monoton wachsend ist. Folglich hat f in x( ein lokales Maximum und in
1 ein lokales Minimum.

Es gilt f(z9) = f(1) =0 und f(z1) = f(2) = —1; wir miissen noch den Punkt
rechts von z; finden, wo f wieder grosser als 0 ist. Mit Hilfe der Polynomdi-
vision bekommt man

f(z)=(z—1)(22* =T +5) = 2(z — 1)*(z — ),

also ist g die einzige andere Nullstelle von f.

Wir unterscheiden die folgenden Félle:
e b < 1:max = f(b)

el<b<3
max = f(1) =0
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und a < 1:

max = max(f(a), f(b))

e b> 5 max = f(b)

—

9. Der Ortsvektor ist O? = (\%) und der Tangentialvektor ist tp = (1 /(21 \/5))'
Mit elementarer Trigonometrie berechnet sich der Winkel zu
O-}>j ° E; T+ % 20 4+ 1

cos a(x) = cos <I(O?,Eo>) =

0Pzl \Jursmit ) VerWAFT

Dies ist offensichtlich positiv (da x > 0) und es gilt cos a(z) — 1 fir x — 0
und fiir x — +o0. Folglich ist cos a(z) zwischen 0 und 1, und damit liegt der
(positive) Winkel o zwischen 0 und 7 (sieche Skizze). Dort ist der Kosinus
strikt monoton fallend, also konnen wir direkt cos a untersuchen:

a(z) ist maximal <= cos a(z) ist minimal <= (cos a(x))? ist minimal

d 2z +1)? - 42% —1
_HE(@+4x4w+n>‘”“_(x+1ﬂ@x+1p

<~ 0

= x:%,wegenx>0.



Also ist z = 1 das einzige Minimum von cosa(z) fiir z € (0,00). Wie oben
erklért, ist deshalb = = % das globale Maximum des Winkels a(x), und es gilt
cosa(s) = ﬁ = %ﬁ
Damit ist also

a € <O,arccos(%§)] ~ (0,19.47°].

10.Die Beleuchtungsstirke einer einzelnen Lichtquelle ist geméss der Aufgabe
gegeben durch T%, wobei r den Abstand zur Lichtquelle bezeichnet und C' eine
Konstante ist. Es sei nun die eine Lichtquelle bei x = 0 und die andere (die
hellere) bei x = 10 installiert, dann ist die Helligkeit bei einem beliebigen
Punkt z gegeben durch die Summe der beiden Beleuchtungsstérken.
Gesucht ist also das Minimum der Funktion

fi (0,10)—>R, f(x) ::C<%+ﬁ> >

wobei C' > 0 eine Konstante ist. Fiir x € (0,10) gilt

1 8
() =20(-=+—" ).
0 =20 (=35 + 7
Wir 16sen die Gleichung f’(x) = 0:

1 n 8 B 8 1
x3 (10 — )3 (10 —z)3 a3
V8 1
— = -
10—z =z
— 20 =10 — z,
also ist die einzige Losung xzg = 13—0.

Um zu tiberpriifen, ob dieser Punkt tatséchlich ein Minimum ist, kénnen wir
die beiden Endpunkte einsetzen und sehen lim,_,o f(x) = oo = lim,_,10 f(2);
also ist f links und rechts von xg grosser. Alternativ kann man sich auch von
folgendem iiberzeugen: fiir z < 12 ist f/(z) < 0 und fiir > 12 ist f/(z) > 0;
also ist xy das gesuchte Minimum.



