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l.a)

Losung: Schnelliibung 1

Da die Kosinusfunktion 27-periodisch ist, gilt a,+¢ = a, fiir jedes n > 0.
Weiter gilt
1 1 1 1

ap =1, ap =3, G2 = —5, az = —1, Iy = =5, 05 = 5
Daraus folgt, dass |a,| < 1 und damit beschrankt ist. Die Folge ist aber nicht
monoton und auch nicht konvergent: Die Abstiande zwischen den Folgegliedern
sind mindestens %, d.h. fiir ein € < % und eine beliebige Zahl a € R fiihrt die
Ungleichung |a,, — a| < € fiir alle n > N auf den Widerspruch

1
lay —an+1| <lany —a| + lays1 —a| <e4e < .

2
Wir dividieren Z&hler und Nenner durch n? und erhalten
5n3 — 1 — #
an p— p— ,
2n3+6n-7 245 -5

was gegen g konvergiert. Deshalb ist die Folge auch beschrankt. Da a; = 4,
as = % und az = % > ag, ist a, nicht monoton. (Allerdings ist a,, monoton

steigend ab dem zweiten Glied.)

Wie man anhand der ersten Folgerglieder vermuten kann, ist a, beschrankt
und monoton fallend. Daraus ergibt sich die Konvergenz der Folge.

Fiir die Beschranktheit zeigt man durch Induktion, dass 0 < a,, < 1 fiir alle
n. Tatsachlich ist 0 < a; =1 < 1. Mit der Induktionsannahme 0 < a,,_1 <1

erhalt man

Ay, — Ay — Ay —
O§n1< nl<n1S

3 _an,1+2_ 2

< 1.

N —

Das heisst 0 < a,, < 1.

Jetzt beweisen wir die Monotonie: fiir n =2, 3,... gilt, dass

2
an—1 Ap—1 + an—l
Apq = ——— < 0.

Ay — Qpp] = ———————— — =
" nt aﬂn—l‘"2 an—1+2 o

Das heisst a,, < a,_1 fiir alle n und so ist die Folge monoton fallend.



Um den Grenzwert zu berechnen, bemerken wir, dass

lim any1 = lim a, =: L.
n—oo n— oo

Man sieht also, dass

L= li i L
_nl—{goaln—’_l_nl—{%oan—f—z_l/—l—Q'

Umgeformt ergibt das die Gleichung
L)+ L=L(L+1)=0.

Daher ist L = 0 oder L = —1, wobei -1 wegen a, > 0 fiir alle n nicht als
Losung in Frage kommt. a,, strebt somit gegen 0.

d) Wir erweitern geschickt:

an:m_ﬁ:(vwr —vn) (Vn+1+yn) n+1-n

Vn+1+/n  Vn+14yn

1
oVt l+yn

Somit ist die Folge beschréankt, monoton fallend und konvergiert gegen 0.

e) Wir erweitern geschickt:

(W—n)( n(n—i—l)—i—n)  n?4n—n?

nn+1)+n i+ D) +n

anp =+/nn+1)—n=

n 1

n(n+1)+n ,/1+%+1'

Somit ist die Folge beschrankt, monoton wachsend und konvergiert gegen

1
5

2. Fiir p < ¢ dividieren wir sowohl den Zihler als auch den Nenner durch n¢ und
erhalten

C C Cp—1 C.
. . #é + ’I’Lqil + ...+ q,p(pfl) + nqu Cp . 1
lim a, = lim y y n - = p—t
— — 0 1 q— — -
n— oo n— o0 m+nq*1+"'+ = +dq q n—,oo N

Der letzte Limes ist 1, wenn p = ¢, und 0, wenn p < q.
Bemerkung: Fiir p > q ist die Folge divergent.



D=

'Esgﬂu2:=2H2V@A:21-2%::2H6,2v2V@£=21-<T+%) — 21+3+% und

21/21/2v/2 = 212+ 5+5 und so weiter.
Die geometrische Reihe

4ot s et
2 4 87

L = 2. Da die Funktion ¢ — 2 stetig ist, ist der gesuchte

-1
Grenzwert gleich 22 = 4.

Analog gilt 3 = 3!, 3¥/3 = 3-35 = 31+3, 33/3¥3 = 315+ 5 und so weiter.
Die hier verwendete geometrische Reihe hat den Grenzwert 1+ % + % + 2% e =

1_1 T = % Also ist der gesuchte Grenzwert gleich 32 = /27 = 31/3.
3

hat den Grenzwert

. Die erste (bzw. letzte) zweistellige natiirliche Zahl mit der Eigenschaft ist
11 (bzw. 98). Die Zahlen, die addiert werden, sind also Glieder der Folge
ap = 11+ 3(n—1), mit n = 1, 2, ..., 30. Wenn man die Summe als S
bezeichnet, hat man

30 30 30-31
S::}:(11+4xn-1»:=3041+3-< 71—30>::3041+3-< 5 —30).

n=1 n=1

Somit ist S =30-1143-(15-31—-15-2)=30-11+3-15-29 = 1635.



