D-MAVT, D-MATL Analysis 1
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Serie 13

1. Der Wert einer Funktion f : R? — R fillt am schnellsten in die Richtung...

i) X der minimalen partiellen Ableitung.

ii) v entgegengesetzt zum Gradienten.

)
)
iii) X entgegengesetzt zur maximalen partiellen Ableitung.
iv) X orthogonal zum Gradienten.

)

v) X des Gradienten.

Loésung

Die Frage ist dquivalent dazu, fiir welchen Einheitsvektor € an einem Punkt (zg,yo)
die Richtungsableitung Dzf(z0,yo) am kleinsten, das heisst am stérksten negativ ist.
Die Richtungsableitung ist aber gleich € - grad f(zo, yo), und dies wird am kleinsten

grad f(z0,y0)

flir €= — lgrad F(zo yo)] Genauer gilt:

Dgf(zo,y0) = €- grad f(zo, yo) ‘lgrad f(xo,y0)| - cosw,

=l
—~—
=1
wobei w den von € und dem Vektor grad f(xg, yo) eingeschlossenen Winkel bezeichnet.
Fiir w = 7 erreichen wir also das Minimum und in diesem Fall hat die Richtungsablei-
tung dieselbe Léange wie der Gradient, zeigt jedoch in die umgekehrte Richtung.

2. Gegeben ist die Funktion f : (z,y) — f(z,y) = 23y?. Man setze sich in den Punkt
(1,—1). Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

i) X Man stellt in Richtung von ( 1 > eine Zunahme der Funktionswerte fest.
ii) X Man stellt in y-Richtung eine Abnahme der Funktionswerte fest.

_11 ) eine Zunahme der Funktionswerte fest.
iv) X Man stellt in z-Richtung eine Zunahme der Funktionswerte fest.

)
)
iii) X Man stellt in Richtung von (
)
)

v) v Man stellt in Richtung von ( > eine Zunahme der Funktionswerte fest.

1
e Losung
Es gilt
3.’172y2
grad f(z,y) = ( 923y
und damit

grad f(1,~1) — ( 2 )



Die Richtungsableitung im Punkt (1,—1) in Richtung eines Einheitsvektors € ist
somit gegeben durch

Daf(1,—1) = & grad f(1,—1) = ¢ < 2 > .

Nun kénnen wir fiir € die entsprechenden Werte einsetzen. Ist das Resultat posi-
tiv, so ist in diese Richtung eine Zunahme der Funktionswerte festzustellen und

umgekehrt.
e Losung

Option 1 ist falsch: €= % < 1 > und damit Dzf(1,—1) = %
e Losung

Option 2 ist falsch: € = < (1) ) und damit Dzf(1,—1) = —2.

e Losung
Option 3 ist falsch: € = % ( _11 ) und damit Dgf(1,—-1) = %
e Losung
Option 4 ist falsch: €= ( (1) ) und damit Dzf(1,—1) = 3.
e Losung
Option 5 ist richtig: €= % < _11 ) und damit Dzf(1,—1) = —%.

3. Sei f: R? — R eine differenzierbare Funktion und sei ¢ € R. Definiere g: R? — R
durch g(z,y) := ¢+ f(z,y). Welche Aussagen sind richtig?

i) X Falls (zo,y0) ein lokales Maximum von g ist, dann auch von f.

ii) X Falls (xg,yo) ein lokales Extremum von g ist, dann auch von f.

iii) v Falls (x0, o) ein lokales Extremum von f ist, dann auch von g.

e Losung
Da f auf R? differenzierbar ist, gilt dasselbe auch fiir g. Somit erfiillen alle lokalen
Extremalstellen (xg,yo) von g die Gleichung

grad g(zo,y0) = < 8 > <= c-grad f(zo,y0) = ( 8 )

e Losung
Option 1 ist falsch: Gilt nicht falls ¢ < 0! Beispielsweise gilt fiir ¢ = —1, dass
g = —f, die Extremalstellen von f und g sind dann dieselben, jedoch sind die
lokalen Maxima von g genau die lokalen Minima von f (und umgekehrt).

e Losung
Option 2 ist falsch: Gilt nicht falls ¢ = 0! In diesem Fall gilt natiirlich g = 0 und
jeder Punkt in R? ist ein lokales Extremum von g.



e Losung
Option 3 ist richtig: Jedes lokale Extremum (xg,yo) von f erfiillt

grad f(zo,y0) = ( 8 ) — grad g(x¢,y0) = c- grad f(zo,yo) = ( 8 ) .

4. Gegeben ist die Funktion f : R? = R, (z,y) — f(z,y). Welche der folgenden Aussagen
sind richtig?

i) v Jede globale Extremalstelle ist auch eine lokale Extremalstelle.

ii) X Jede Stelle, an der die beiden partiellen Ableitungen f, und f, verschwinden,
ist eine lokale Extremalstelle.

ili) X Jede lokale Extremalstelle, an der die beiden partiellen Ableitungen f, und f,
verschwinden, ist eine globale Extremalstelle.

iv) X Es gibt immer nur eine globale Maximalstelle.

v) X Jede lokale Extremalstelle ist auch eine globale Extremalstelle.

e Losung
Option 1 ist richtig: Eine globale Extremalstelle ist immer auch eine lokale Ex-
tremalstelle.

e Losung
Option 2 ist falsch: Es kénnte sich auch um einen sogenannten Sattelpunkt han-
deln. Wir geben ein Gegenbeispiel an: Fiir die Funktion f(x,y) = 2% — 32 gilt
grad f(x,y) = ( _22my ) Im Punkt (0, 0) gilt also f,(0,0) = £,(0,0) = 0, jedoch
ist im Ursprung kein lokales Extremum zu finden, denn fiir jede (kleine) Kreis-
scheibe mit Radius » > 0 und Mittelpunkt (0, 0) liegen die Punkte (r,0) und (0, )
in dieser Kreisscheibe. Insbesondere gilt

f(0,7) = —r? < 0= £(0,0) < % = f(r,0),

die Definition eines lokalen Extremums ist also verletzt. Intuitiv gesprochen gibt es
also, beliebig nahe bei (0, 0), zwei Punkte, welche einen kleineren, beziehungsweise
grosseren Funktionwert annehmen als (0, 0).

e Losung
Option 3 ist falsch: Ein Punkt (zo,yo) mit fz(xo,y0) = fy(z0,yo) = 0 ist nur ein
Kandidat fiir eine lokale Extremalstelle und die globalen Extremalstellen findet
man dann durch Einsetzen aller Kandidaten. (Siehe auch die Antwort zu Option
5.)
e Losung
Option 4 ist falsch: Das globale Maximum kann auch an mehreren Stellen ange-
nommen werden. Ein einfaches Beispiel ist f(z,y) = cos(z) + cos(y). Wir haben
[ —sin(x)
grad f(z,y) = < — sin(y)
sind die einzigen Kandidaten fiir lokale Extrema durch

weasten= (560 )= (5)

3

. Da f auf ganz R? definiert und differenzierbar ist,



gegeben, also (z,y) = (km, jm) fir k,j € Z. Einsetzen liefert
2, falls £ und j gerade;
f(km, jm) = cos(km) + cos(jm) = ¢ —2, falls k und j ungerade;

0, sonst.

Somit gibt es unendlich viele Maximalstellen, ndmlich alle Punkte (2k7, 2j7) mit
k,je.

e Losung

Option 5 ist falsch: Man kann sich beispielsweise einfach eine Fliche im Raum
denken mit verschieden hohen lokalen Maxima.

5. Sei f : G — R stetig differenzierbar, wobei G' C R? der Definitionsbereich von f ist.

6.

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

i) X Hat f in (xg,y0) ein lokales Maximum bzw. Minimum, so gilt f.(zo,y0) =

fy(z0,y0) = 0.

ii) v Hat f in (zo,y0) ein lokales Maximum, so gilt f(x,y) < f(zo,y0) fiir alle

(z,y) € G in der Nahe von (zg,yo).

ili) X Gilt fz(zo,v0) = fy(xo,y0) = 0, so hat f in (20, yo) ein lokales Maximum oder

Minimum.

Losung

Option 1 ist falsch: Lokale Extrema konnen auch auf dem Rand von G liegen, wo
die Ableitungen von f keineswegs Null sein miissen. (Vergleiche die Situation bei
Extrema von Funktionen einer Variablen.)

Loésung
Option 2 ist richtig: Dies ist genau die Definition einer lokalen Maximalstelle.

Losung

Option 3 ist falsch: Es kénnte sich auch um einen sogenannten Sattelpunkt han-
deln, ein Gegenbeispiel ist f(x,y) = 22 — %? im Punkt (0,0). Die Ableitungen
verschwinden beide, aber es gibt (beliebig nahe bei (0,0)) zwei Punkte, die einen
kleineren bzw. grosseren Funktionswert annehmen als in (0, 0).

a) Ein Berg sei beschrieben durch die Funktion

22 y2
h(z,y) = 6000 e~ 1500 900 ,

wobei die positive x-Achse nach Osten orientiert ist und die positive y-Achse nach
Norden. In der Position (7,6,h(7,6)) steht ein Mann. Wie gross ist die Steigung
(oder das Gefille), wenn der Mann seinen Standort Richtung Nordosten bzw. We-
sten verldsst?

Losung

Gefragt sind zwei verschiedene Richtungsableitungen der Funktion A im Punkt
(x0,90) = (7,6). Wir berechnen dazu zuerst den Gradienten von A in diesem Punkt.

2 2
hl"(x7y> = _%1’6_1?5%_5'#0 = hx(7, 6) = —%e 1330 215'



40 22 _ 42
hy(@,y) = —gye_m_gyﬁ = hy(7,6) = —80e T80 35

Der Gradient in (x,y0) = (7,6) ist also
o ha(T.6) ) =10\
grad h($07 yO) - ( hy(7, 6) ) = < ~80 e 1800

Richtung Nordosten entspricht dem Einheitsvektor — ( L ) Es folgt

f
Dnoh(7,6) = gradh(xo,yo) - (
1 140
= ¢ 1800
V2 —80
1 _121< 140
= —e 1800 [ ——— -1+

—_ = SN

|
o)

Richtung Westen entspricht dem Einheitsvektor ( _01 > Es folgt

140
Dwh(7,6) = et ( 3 ) . ( " )
140 _ 121

— —¢ 1800

~ 43.63.

1
1
(
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Insgesamt ist das Gefélle in Richtung Nordosten ungefihr doppelt so gross wie die
Steigung in Richtung Westen.

Ein Wanderer befindet sich irgendwo im Nebel — auf einem Berg, dessen Hohen-
funktion wir nicht kennen. Er méchte schnellstmoglich ins Tal. Alles, was er weiss,
ist, dass der Weg Richtung Osten 25% Steigung hat und Richtung Nordwesten
35% Gefille. In welche Richtung muss er gehen und wie steil ist es da?

Losung

Richtung Osten entspricht dem Einheitsvektor ( 1

0
1 -1
Einheitsvektor — )
V2 ( 1 >

Der Wanderer befindet sich an einem Punkt (zg,yo) auf dem Berg, der durch eine
Funktion f(z,y) beschrieben wird. Fiir den unbekannten Gradienten setzen wir
(a1,a2)” = grad f(z¢,90). Die Information, welche dem Wanderer im Nebel zur
Verfiigung steht, sind die beiden Richtungsableitungen, was dem Skalarprodukt

); Richtung Nordwesten dem



von Gradient und Einheitsrichtung entspricht. Also

| 1
25% = 0.25 = Do f(wo,y0) = ( 0 > -grad f(zo,yo0)

=<1>'<a1>=1'a1+0-a2:a1;
0 a9

~35% = —0.35 = Dxw f(x0,%0) = \}5 < _11 ) -grad f(xo,yo)

1 < -1 ) ( aq ) 1 + 1
= — . =—— a1+ —"-as.
Va1 az va e
Fir die Unbekannten aq und a9 erhalten wir

ay = 0.25,

4y = <—0.35 + \%) V2 x —0.245 .

Der Gradient am Standort des Wanderers ist also gerundet 7%'22‘15 )

Auf einem Kompass entspricht die Richtung des Gradienten ungefihr

—0.245
90° — arct
arctan ( 095

> A 134.42° .

(Wir miissen hier um 90° verschieben, da der Kompass im Norden auf 0° steht,
mathematisch befindet sich jedoch der Winkel 0 in der Ebene rechts, d. h. beim
Punkt (1,0).)

Die Richtung des steilsten Abstiegs ist immer dem Gradienten entgegengesetzt,
also auf dem Kompass etwa bei 314.42° (fast genau Nordwesten). Das gesuchte
Gefalle entspricht der Richtungsableitung in die Richtung des steilsten Abstiegs.
Den Gradienten grad f(xg,yo) haben wir oben berechnet, also berechnen wir nun
das Skalarprodukt von Gradient und Einheitsrichtung:

( —0.25 >

0.25 0.245 025 T 0205

< —0.245 ) T/ —o025 \| 0.25% +0.245% ~ —0.35 .
0.245

(Das haben wir erwartet, da die Richtung des steilsten Abstiegs ja ungefihr Nord-

westen ist.)

7. Wir untersuchen die Funktion

flz,y) =2 — 2y° + 4y.



a) Veranschauliche f mit Hilfe der Schnitte
Sr=x0s xo € {—2,-1,0,1,2}

und
Sy—yos yo € {—2,-1,0,1,2}.

(D.h., setze die Werte zp bzw. yo in die Funktion ein und zeichne die entstehende
Kurve. Dieses Vorgehen heisst Schnitt, weil man wie mit einem Messer entlang der
Ebene x = x¢ bzw. y = yo schneidet.)

Losung
Wir setzen die festen z- bzw. y-Werte ein:
Spe g f(=2,9)=4—-2y" +4y=—-2(y — 1)* +6
Spe—q: f(-Ly)=1-2y* +4y=—2(y — 1)* +3
Sp=0 : F(0,y) = =2¢% +dy = —2(y — 1)* +2
Sp—1 fLy) =1-2y" +4y = f(-1,y)
Sp— : f(2,y) =4 -2y + 4y = f(-2,y)
10o.y)
10

5./\ — X0=2; Xp=—2
= . Xo=1; Xg=-1

' ' y
2 - 1 4
 — X0=0
5[
-0t

Sy——2 f(z,—2) =2* - 16
Sy=—1 flz,-1)=2*—6
Sy=0 : f(z,0) = a2
Sy=1: f(z,1) =242
Sy=2 : f(z,2) = 2? = f(x,0)
o
\/ — Y=
3N T2 3 Yo=-
= — Y=0, Yo=2
10} B
_15/ — o=
0k




b) Skizziere die Niveaulinien.
Losung

Die Niveaulinien sind gegeben durch ¢ = f(z,y) = 22 — 2(y — 1)? + 2. Definiere
der Einfachheit halber ¢ := ¢ — 2. Damit folgt

5:332_2(?/_ 1)2a

resp. fiir ¢ £ 0
A Ul Ok
¢ e/2
Die Niveaulinien sind fiir ¢ # 0 also Hyperbeln mit (0,1) als Mittelpunkt. Dabei
gilt

¢>0: Offnung links-rechts;
¢ < 0:  Offnung oben-unten.

Fiir ¢ = 0 erhélt man gerade die Asymptoten dieser Hyperbeln, ndmlich die Gera-
denx—\/ﬁy:—\/iundx-l-\/iy:\/i.

4

3

21

c¢) Skizziere den Graphen von f, d. h. die Flache z = f(z,y).

Losung
Mit den Teilaufgaben a) und b) sollte dies méoglich sein.



d)

/_2

Bestimme einen Punkt (zg,yp), so dass die Tangentialebene an (xq, o, f(zo, y0))
parallel zur zy-Ebene liegt.

Losung
Die Tangentialebene an einen Punkt P = (zg, yp) ist gegeben durch

z= f(20,y0) + fo(z0, y0)(x — x0) + fy(z0,y0)(y — Yo)

Damit die Ebene horizontal liegt, muss sie von der Form z = d sein, d. h. es muss
fo(@o,v0) = fy(z0,90) = 0 gelten. Mit

fx($07y0) = 2$0, fy(x07y0) = —4310 +4

folgt also xp = 0 und yg = 1. In der Skizze entspricht das dem tiefsten Punkt des
Sattels.

Wo durchstosst die Verlangerung der Flachennormalen durch (1,2, f(1,2)) die zy-
Ebene?

Losung
Mit der Formel aus Teilaufgabe d) folgt fiir die Flachennormale
fx (.’L', y)
ii(z,y) = | fy(z,y)
-1

Der Punkt P ist gegeben durch P = (1,2, f(1,2)) = (1,2,1) und somit also
ii(1,2) = (2, —4, —1)T. Die Gerade durch P in Richtung 7 ist also gegeben durch

1 2
Prt-i=|2|+t|-4|, teRr
1 —1

Diese Gerade stosst durch die zy-Ebene, wenn ihr z-Fintrag gleich 0 ist, also fiir
t = 1. Folglich gilt x = 3 und y = —2. Der gesuchte Durchstosspunkt ist (3, —2,0).



8. Gegeben ist die Funktion

a)

y
: — .
fi(zy) g

Bestimme den (aufgrund der gegebenen Formel grosstmoglichen) Definitionsbe-
reich sowie den (zugehorigen) Wertebereich von f.

Losung

Zunichst bestimmen wir den Definitionsbereich D(f) C R2. Fiir (z,y) # (0,0)
ist 22 + y? > 0 und somit ist f(x,y) = mQyTyQ eine eindeutige, reelle Zahl. Fiir
(x,y) = (0,0) ist f(x,y) nicht definiert. Also gilt D(f) = R?\ {(0,0)}.

Den Wertebereich W(f) C R bestimmen wir wie folgt. Es gilt f(1,0) = 0 und fiir
a # 0 ist f(O, %) = a. Also bekommen wir jeden Wert in R als Bildpunkt unter f,
damit W(f) =R.

Diskutiere die Niveaulinien von f und zeichne sie fiir die Funktionswerte —1, —0.5,
0, 0.5 und 1 auf.

Losung

Fiir die Niveaulinien setzen wir
(22 +y?) -c=y.

Im Fall ¢ = 0 ist die Niveaulinie die 2-Achse ohne den Punkt (0,0).

Im Fall ¢ # 0 schreiben wir 22 + y? — 4 =0, ergéinzen quadratisch und erhalten

ﬁ = ¢ mit einer Konstanten ¢ € R, d. h.

1\2 1
2 L T ..
7+ (y 20) 4c2’ fiir ($7y) # (an)

Das ist der Kreis mit Mittelpunkt M ((), i) und Radius r = ﬁ ohne den Punkt
(0,0).

> = T )
— 05
—1

2

Berechne die lineare Ersatzfunktion von f im Punkt (1,1).

Losung

Gemiss Definition ist die lineare Ersatzfunktion (oder Tangentialebene) von f im
Punkt (x0,y0) gegeben durch

Li(z,y) = f(xo,90) + fe(zo,y0)(x — z0) + fy(x0,%0)(y¥ — v0)-

10



In unserem Fall berechnen wir

—2xy x2 — 92

fa(z,y) = [CEDER fy(z,y) = CEREE

also
1

f$(17 1) = _57 fy(l, 1) =0.

Die gesuchte Funktion hat also die Form

Lilwy)=5—5(@—1)=1-2

und hangt nicht von y ab.
Die Grossen z und y seien in der Néhe von (1,1) und werden auf 1% genau ge-
messen. Schétze den relativen Fehler der Grosse z = f(z,y) ab.

Losung
Wir berechnen das totale Differential von f zu

d — d R ek [N
If (x0,y0) = fo(x0, yo)dx + fy(x0,y0)dy = W $+W Y.

Wir teilen durch die absolute Grosse z = f(xo,40), um den relativen Fehler zu
bekommen:

—2x0Y0 vg—vs
’df‘ _ | fa(zo, yo)dz + fy(ﬂ:o,yo)dy) _ | @t e

7 f(xo,y0) I(foyg
dz

o

2
2x;

|23 — 3|
T af g

23+ g

dy
Yo

Dabei haben wir die Dreiecksungleichung benutzt. Setzen wir nun (zo,yo) = (1, 1)
ein, so erhalten wir
2

< Z
-2

dx

o

df

dy
07
f

Yo

dx
Zo

(1,1)

Da wir z (und y) auf 1% genau messen, ist i—z = 1%; folglich wird auch z auf

mindestens 1% genau gemessen.

Dies gilt jedoch nur, wenn wir nahe genug am Punkt (1, 1) sind; in anderen Punkten
kann die Linearisierung schlechter oder besser sein. Dass ein Messfehler in der y-
Komponente keinen Einfluss auf den Messfehler von z hat, ist plausibel, denn
schliesslich hangt die Linearisierung Ly ebenfalls nicht von y ab.

Berechne alle zweiten partiellen Ableitungen von f und iiberpriife den Satz von
Schwarz.

11



Losung
Wir berechnen

fro = (fa)o = 0 ( 2wy N\ _ (=2y)(a®+y?)? - (“2ay) 2(2® +9°) 22
TT z)z ox (mQ + y2)2 (1;2 n y2)4
2%y — 2P 8%y (622 — 2y
B (1'2 + y2)3 o (ZE2 + y2)3 )
Fo = (fa)y = 2 (220 ) = (—22)(2® + y*)? = (“2zy) - 2(x* + ¢%) - 29
zy z)y Oy \ (22 + y?)? L
. —93 — 2xy2 + 8xy2 B (6y2 _ 2:6'2)33'
- (2 + y?)? BRI R
fyo = (fy)o = v =y ) _ 20 +y0) = (@f —y?) - 2(2” + )20
Co &U 962 Ty (:c2 +y?)?
(a;Z +y ) (xQ Ty ) ;
b=y = 2 () CEE )~ @ ) 20 4 )2y
vy vy Oy \ (22 + y2)2 2 1)
_ 2%y - 2% —daPy + 4y (=627 +2¢%)y
(22 +y2) T T (@ te2p

Wie man sieht, gilt f;, = fyz, was der Satz von Schwarz besagt.

. Bestimme die (globalen) Extrema der Funktion

f(z,y) = 2y (2z — 5y)

auf dem abgeschlossenen Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,2), (2,2), (2,0).
Losung

Wir betrachten f(z,y) = 222y — 5xy? im Quadrat [0,2] x [0,2]. Da die Funktion f
iiberall differenzierbar ist, sind die Randpunkte und die gemeinsamen Nullpunkte der
Ableitungen nach = und y im Inneren des Definitionsbereiches (d.h. in (0,2) x (0,2))
zu untersuchen.

e Im Inneren erhalten wir:

fo(z,y) = 4y — 5y2 und  fy(z,y) = 222 — 10xy.

Aus fy(z,y) = 0 folgt y(4x — 5y) = 0, also gilt entweder y = 0 oder 4z = 5y.
Aus fy(z,y) = 0 folgt z(2x — 10y) = 0, also gilt entweder 2 = 0 oder 2z = 10y.
Da diese Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein miissen, erhalten wir x = y = 0,
aber (0,0) ¢ (0,2) x (0,2). Deshalb sind keine Extremalstellen im Inneren.

e Auf dem Rand betrachten wir separat die Punkte im “Inneren” des Randes und
die Eckpunkte:

— Wenn (z,y) € {0} x (0,2), dann ist f(0,y) = 0 konstant. Daher sind alle
Punkte in diesem Teil des Randes Kandidaten.

12



10.

Wenn (z,y) € {2} x (0,2), dann ist f(2,y) = 8y — 10y?. Wir bestimmen

die moglichen Extrema von y +— f(2,y) als Funktion einer Variablen. Nach

Nullsetzen der Ableitung 8 — 20y dieser Funktion erhalten wir y = % und

damit als Kandidaten den Punkt (2, ), mit f(2,2) = £.

— Wenn (z,y) € (0,2) x {0}, dann ist f(z,0) = 0 konstant. Daher sind alle
Punkte in diesem Teil des Randes Kandidaten.

— Wenn (z,y) € (0,2) x {2}, dann ist f(x,2) = 422 — 20z. Wir bestimmen

die moglichen Extrema von z — f(x,2) als Funktion einer Variablen. Nach

Nullsetzen der Ableitung 8z — 20 dieser Funktion erhalten wir x = g und

damit als Kandidaten den Punkt (3, 2), der nicht zum Definitionsbereich

gehort. Daher liegt auf diesem Teil des Randes keine Extremalstelle.
— Fir die Eckpunkte haben wir f(0,0) = f(0,2) = f(2,0) = 0 und f(2,2) =
—24.

Wir vergleichen nun alle Kandidaten fiir Extremalwerte miteinander und finden:

e Globales Maximum: £ im Punkt (2, 2); und

e Globales Minimum: —24 im Punkt (2, 2).
Bestimme die (globalen) Extrema der Funktion
g(x,y) =3y° — 1 — 227
im Bereich

B={(z,y) e R?|2? +y* <4}.

Loésung

Da g iiberall differenzierbar ist, miissen wir nur die Punkte im Inneren mit verschwin-
dendem Gradienten und den Rand betrachten.

Fiir Extremalstellen im Innern des Gebiets B gilt grad g(z,y) = (0,0), also

gradg(m,y):(_ﬁé;x>:<8><:> z=0und y =0.

Fiir Punkte auf dem Rand 0B = {(x,y) € R?|2? 4+ y? = 4} wihlt man eine Parame-
terdarstellung von 0B aus, z. B.

7(t) = (2cost, 2sint), t € [0, 27]
und erhélt fiir die Funktion auf dem Rand
glop = g(7(t)) = 12sin®t — 1 — 8 cos®t = 20sin®¢t — 9.
Fiir die Extremalstellen auf dem Rand gilt dann

d 3
= (20sin”t —9) = 40sint cost = 20sin(2t) = 0 = te {0, 5,7}
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Man erhélt also folgende Kandidatenliste fiir die Extremalpunkte:

P1 P2 P3 P4 P5
(x,y) (070) (270) (07 2) (_270) (07 _2)
g(z,y) | —1 -9 11 -9 11

Das Minimum betrigt —9 und wird auf dem Rand in den Punkten (£2,0) ange-
nommen. Das Maximum betrégt 11 und wird auf dem Rand in den Punkten (0, £2)
angenommen.

Keine Abgabe der schriftlichen Aufgaben. Die Losungen werden am 23. Dezember verof-
fentlicht. Die Multiple-Choice-Aufgaben sind online einzureichen.
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