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Losung: Serie 2

1. O Die Funktion f ist gerade.

@ Die Funktion f ist ungerade.

O Die Funktion f ist weder gerade noch ungerade.

Die Funktion f ist ungerade, da fiir z € R gilt

fl—2)=(—2)’ = (—2) = -2+ 2 =

2. 0 Die Funktion f 4+ ¢ ist ungerade.
O Die Funktion f — g ist ungerade.
@ Die Funktion f - ¢ ist ungerade.
O Die Funktion f/g ist gerade.

Fiir z € R gilt

(f+9)(=2) = f(—2) + g(—2) = = f(x) — g(x) =
(f —9)(=2) = f(—2) —g(—2) = = f(x) + g(2) =
(f-9)(=2) = f(=z) - g(—2) = (= f(2)) - (—g(2))
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Also ist nur die dritte Antwort richtig.

3.0 f ist stetig.
2 f ist stetig in 0.

O f ist stetig in 1.

—(2® —x

—(f+
(f

Analysis I
HS 15

)=~ f().

g9)(x) = [+ g ist ungerade,
)(x) — f — g ist ungerade,
g9)(x) = f-g ist gerade und

Option 1: Falsch. Die Funktion f ist nicht stetig in 1. (Siehe unten.)

Option 2: Richtig. Es gilt

lim f(z) = lim 2* =0

z—0" z—0"

und

lim f(z)= lim z=0.

z—0Tt z—0t

Die Grenzwerte stimmen iiberein, also ist die Funktion bei O stetig.



Option 3: Falsch. Es gilt

lim f(z)= lim z=1
Tz—1" Tz—1"

und
T 1

li = 1 = —.

Die Grenzwerte stimmen nicht {iberein. Folglich ist die Funktion bei 1 unstetig.

.Oa=14
O Ein solches a gibt es nicht.
Ja=1
1
“g=1
O Fiir jedes a.

Fiir die Stetigkeit muss lim, 1 f(x) = f(1) = a gelten. Fiir z # 1 gilt

r—1 r—1 z—1
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(x—D(z+1)(22+1) (z+1)(x2+1)’

und es folgt lim,_,; f(x) = lim,_; (zH)%xQH) = (1+1)%12+1) = i. Die andere
reelle Nullstelle des Nenner bei x = —1 brauchen wir nicht zu beachten, da wir

bei der Limesbestimmung nur x in einer kleinen Umgebung von 1 betrachten.

.0 um eine additive Konstante.

0 um eine multiplikative Konstante.

@ durch eine Stauchung oder Streckung in Richtung der z-Achse.
O nur durch das Vorzeichen.

Es gilt

b = (eln b)w — (e(lna-lnb)/lna)x — (elna)(lnb/ Ina)r _ a(lnb/ lna)x,

d.h.
fo(x) = fo((Inb/Ina)x).

Die Funktion f ist also die Komposition von f, mit der durch z — (Inb/Ina)x
definierten Funktion, und letztere ist eine Streckung oder Stauchung der z-
Achse (je nachdem, ob b > a oder a > b gilt). Also ist die dritte Option
richtig.

Die anderen Optionen sind falsch.



6.a)

7.a)

Beachte zunéchst, dass ¢ — 1 > 0 fiir x > 1 und z — 1 < 0 fiir z < 1. Dies
fiihrt zu unterschiedlichen Resultaten, wenn wir den linken und den rechten
Grenzwert gegen 1 berechnen.

21 21
o lim "= — lim Z — lim z+1=2
a1t |z — 1] a1t =1 a—1t
2 2
¢ —1 T 1
e lim = lim =1 —(x+1)) =-2
o1 |z — 1 e —(z—1) xigl—( (z+1))
2 2
-1 —1
e lim L = lim x = lim x + 1 kein Grenzwert
xr—r 400 |x — 1‘ r—+4oo I — ]_ Tr—r 400

Bemerkung: Die Funktion ist im Punkt x = 1 also nicht stetig.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

sin x

lim =1.
rz—0t+t I
Daraus folgt, dass ebenso
) )
sin(x sin(x
lim (2 ) =1= lim %
z—0t x z—0~ T

gilt (da 2% > 0 egal ob z > 0 oder z < 0). Wir rechnen also
1 1 sin (22)
1i s 2 — )
o0+ (xQ(l + 2x) sin (2 )> T 0+ (1 + 2z x? )

1 sin (22)

Fiir den linken Grenzwert ist die Rechnung identisch mit dem selben Resultat.
Bemerkung: Die Funktion ist im Punkt z = 0 also stetig.

Beachte zunéchst, dass sinx > 0 fiir £ > 0 in der Nédhe von 0; und sinx < 0
fiir x < 0 in der Nédhe von 0. Die Quadratwurzel ist ausserdem immer positiv.
Wir erhalten also:

. sin’ x ) | sin z| . sinz
e lim = lim = lim =1

z—0+ x z—0*t T z—0t &

. sin’ z . |sinz] . —sinz
e lim = lim = lim = -1
x—0~ xr x—0~ xr r—0— X

Bemerkung: Die Funktion ist im Punkt = = 0 also nicht stetig.

Wir kiirzen zuerst und setzen dann ein:

. dxd 222+ x(4a?—224+1) . 42?22 +1
lim ———— = lim = lim ———
z—0  3x? 4 2z z—0  z(3x + 2) z—0  3x+2

limg o (42?2 —22+1) 1
o limg e (32 4+2) 27



b) Hier erweitern wir geschickt, um eine binomische Formel anwenden zu kénnen:

- Vitz—V1—-z . (Vitoz—-vVi—z)(Vi+z+V1-2)
20 T 0 x(\/1—|—m+\/1—ac)
~ lim l+2x—(1-2x)
wﬂox(\/1+x+\/1—x)
2

= lim
=0 \/1+x++1—x

¢) Um zu kiirzen, miissen wir erst faktorisieren:

lim 22 =5z +6 _ lim (x —2)(x — 3)
c=2 72 — 120 +20 22 (x — 2)(x — 10)
z—3 lim, _o(z — 3) 1

p52 7z — 10 limyo(z — 10) 8

d) Wir bringen den Bruch auf einen gemeinsamen Nenner und kiirzen:

. 1 3 . 1 3
lim — = lim —
a1 \1—2 1—23 =1 \1—2 (1 —z)1+z+2?)

. l4z+22-3 . 2?2+ —2
= lim = lim
e—1 (1—z)(14+x+22) 2o1(1—2)(1+x+2?)

) (r—1)(x+2) ) x4+ 2
= lim =lm|(—-——--——

a=1 (1—z)(1+x+22) 251 142+ 22
-1

e) Wir rechnen

. T . 5T
lim (— —:IZ‘) tanz = lim sinx

T z—Z COSX
® lim — 4 sin (y+ ﬁ) (=) lim —.y cosy
y—0 cos (y + g) 2 y—0 —siny
. . 1 .
= lim —— - lim cosy = — - limcosy=1-1=1.
y—0 SIY 40 lim Sy 40
Yy y—=0 7y

Dabei haben wir im Schritt (*) den Koordinatenwechsel 2 = y + 7 vorge-
nommen. Im Schritt (x%) haben wir bekannte, trigonometrische Identitéten
verwendet.

8. Das Polynom p,(y) = y(y? + 4y + x) hat die Nullstellen
y1 =0, y23=-2++vV4—-u.

Die beiden zweiten sind nur reell, falls z < 4. Die kleinste Nullstelle von p,. ist
also gegeben durch

fa) = {—2—\/4—35 falls < 4

0 falls z > 4.

Die Funktion f ist nicht stetig bei = 4, denn es gilt lim,_,4— f(z) = —2 und
1imx—>4— f(l‘) = 0.
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9.Sei T : [0, 2r] — R die Funktion, die einen Punkt auf dem Aquator mit
geographischer Lénge 6 auf seine Temperatur T'(6) abbildet. Es ist klar, dass
T(0) = T(2m). Sei v : [0, 7] — R die Temperaturdifferenz antipodischer
Punkte, die wie folgt definiert wird:

v(0) =T +m)—T(0).

Die Funktion v ist stetig, denn sie entsteht aus stetigen Operationen mit T,
und

v(m) =T2r) —T(r) =T(0) —T'(r) = — (T'(m) — T(0)) = —v(0).

Wenn v(0) = 0, dann ist 7(0) = T'(w) und das Ergebnis folgt. Sollte v(0) # 0
sein, dann haben v(7) und v(0) unterschiedliche Vorzeichen. Dank des Zwi-
schenwertsatzes ist die Existenz eines 6, € [0, 7| garantiert, wofiir v(6y) = 0
ist. Daraus folgt, dass T'(6y) = T'(6p + 7): diese zwei Punkte auf dem Aquator
haben also dieselbe Temperatur.

10.¢ fO:Isz;H

Diese Funktion ist gerade, es gilt fo(0) =1, fo(£1) = %, und lim, 4o fo(x) =
0, aber fo(z) ist immer positiv; daraus kann man bereits eine grobe Skiz-
ze des Graphen machen.

e firxm 9$21+1 = (3$)12+1 = fo(3z)
Skalierung um ein Drittel in Richtung z-Achse.

. 8 _ 2 o T
L fQ e 2244 — (%)2+1 — 2f0 (5)

Skalierung um 2 in Richtung x-Achse und um 2 in Richtung y-Achse.

) 1 _ 1 _
* faix = o = @—12+1 folz —1)
Translation des Graphen von fy um eine Einheit nach rechts.

2 1 1 1
0f42$l—>x2x+1: T1a2 :(;)Q_i_l:fo(;)'
(l)2 ®

Es gilt aber auch fy(z) = xzﬁgl =1-

$2_1+1 = —fo(z) + 1, also entsteht



der Graph von f4 durch Spiegelung an der z-Achse und anschliessender
Verschiebung um 1 nach oben.

o f5::r:»—>i(m2+4)=ix2+1:(§)2+1=ﬁ%)-
Inversion bei x = 1 und anschliessende Streckung mit Faktor 2 in Rich-
tung z-Achse.
Es handelt sich um eine Parabel mit f5(0) =1, fs(+1) = 1+ 1 =
limg 400 f5($) = +00.

N 30f

x2+1 :
1 2.5}
9 x%+1 L

8

x2+4 i
—1 151
X2-2 x+2 b

X2

X241

— 5




