D-MAVT, D-MATL Analysis 1
Prof. Dr. Urs Lang HS 15

Serie 11

1. Berechne die Bogenlinge s der Spirale, die gegeben ist durch
t > 7(t) = e *(cost, sint), 0<t<T,

wobel T" — 0.

i) Xs=3
ii) X oo
iii) X s =2
iv) X s= g
v) XKs=1
vi) vV 5= V2
Losung
Es gilt zundchst
ar(t
7:155) = (@(t),y(t)) = —e *(cost, sint) + e *(—sint, cost)

=e (—cost —sint, cost — sint).

Fiir fixes T ist die Bogenldnge damit gegeben durch

T T

s = / V()2 +g(t)?dt = / e '\/(—cost —sint)? + (cost — sint)? dt
0 0
T

:/ e_t\/cos2t+2costsint+sin2t+c082t— 2costsint + sin? t dt
0

-/ L e tadt = V3 =T = Va1 T,

0
Die Gesamtldnge der Kurve erhalten wir, indem wir 7' gegen oo streben lassen. Wir
erhalten also s = /2.

2. Die Kurve K ist gegeben durch die Parameterdarstellung

x(t) = /1t cos(u) du, y(t)= /j sin(u) du,

u u

wobei t > 1. Was ist die Bogenlénge von K vom Koordinatenursprung bis zum ersten
Punkt mit vertikaler Tangente?

i) v log (g)
i) x 3¢

iii) X log (2F)



iv) X §

Losung
Zur Parametrisierung 7(t) = (x(t), y(t)) mit t4 <t < tp ist die Bogenlinge gegeben

durch .
B
s = Va(t)? +g(t)?dt,
ta

wir miissen zunéchst also ¢4 und ¢p bestimmen. Da wir im Punkt (0, 0) starten sollen,
gilt offensichtlich ¢4 = 1.

Der Tangentialvektor 7(t) = (&(t), y(t)) an die Kurve K ist vertikal, wenn #(t) = 0
und y(t) # 0 gilt. Mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung muss also

o d [Tcos(u) ,  cos(t)
az(t)—dt/l ” du = . =0

und

£0

i(t) d /1 sin(u) du = sin(t)

- dt U ot
gelten. Der erste Punkt mit vertikaler Tangente ist somit bei ¢ = 7. Die gesuchte
Bogenléange ist also

3. Die verkiirzte Zykloide ist die Kurve, die von einem Punkt auf einem rollenden Rad
beschrieben wird. Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

x(t) = at — bsint, y(t) =a — bcost,
mit a > b > 0. Berechne den Flacheninhalt der gefarbten Fléche.

y

i) X (2a% + b — 2ab)T
i) X (2a% —2a + b% — 2b)7



iii) X (2a + 0?7
iv) v (b 4 2ab)7

Losung
Die Fléache zwischen dem Graphen und der xz-Achse von x( bis x1 ist gegeben durch

Z1
A= / ydzx.
o

Da wir jedoch y(t) gegeben haben, miissen wir die Substitution x = at — bsint vor-

nehmen. Es gilt

9 o beost
dtia cost,

also
dx = (a — bcost) dt.

Die Schranken sind zwei aufeinanderfolgende Minimalstellen der Funktion y(¢). Wegen
yt) =bsint =0 <= t=km keZ

und

(o) — o — beos o — | @ b B gerade:
a+ b, fur k ungerade

folgt, dass zwei aufeinanderfolgende Minimalstellen bei t5 = 0 und ¢; = 27 liegen.
Daraus sehen wir auch, was die Konstanten a und b bedeuten: Die Zahl a ist der
Radius des rollenden Rades und b ist der Abstand des Punktes zum Mittelpunkt des
Rades. Somit rechnen wir

2 2m
A:/ (a—bcost)(a—bcost)dt:/ (a? — 2abcost + b? cos® t) dt
0 0
2w 1 2
:/ <a2—2abcost—|—b2-+c208t> dt
0

b2 in 2t 2T
= [a2t — 2absint + 5 (t + SH; >] = 2a°m + b2T.
0

Vorsicht, das ist noch nicht das gesuchte Resultat, da nicht die gesamte Féache A
eingefirbt ist! Konkret miissen wir noch die Flache des Rechtecks mit Seitenldngen
y(0) = a—b (Hohe) und x(27) = 2an (Breite) abziehen. Die Breite ist natiirlich genau
der Umfang des Rades. Der Fliacheninhalt der gefarbten Flache ist also gleich

2a%7 4 b?1 — 2a(a — b)w = (b* + 2ab)m.

. Berechne die Oberflache des Koérpers, der durch Rotation der Kurve
c [ T 7[‘}
=cosx, TE |——,—
y ) 2 ) 2

um die z-Achse entsteht.



i Xlog(l—i—\[)—i-\f

i)
i) X
)/27r(10g(1+\[)+\f)
iv) X 2m (log(1 + v2) +2)

1ii

Losung

Da die Kurve explizit als Funktion beschrieben ist, erhalten wir eine Parametrisierung
durch

xz(t) =t, y(t) =cos(x(t)) =cost, te€ {—g, g]

Einsetzen in die bekannte Formel fiir die Oberflache (oder genauer Mantelflédche) liefert
w/2 w/2
O =2rm y(t)\/(t)? +y(t)? dt = 27r/ costV/1 + sin?t dt.
—7/2 —7/2

Mit der Substitution w = sint erhalten wir du = costdt und ¢t = :l:g < u = Z£1. Also
gilt

u=1

= 271/ V1+u?du® or B (arsinh(u) + uvu? + 1)]
=7 (arsinh(l) — arsinh(—1) + V2 — (—\@)) =27 (arsinh(l) + \/§>
— 2 (log (14 V12 +1) + v2) = 27 (log(1 + v2) + V2) .

u=-—1

Zu (*): Eine Stammfunktion von v/1 + u? ldsst sich mit partieller Integration bestim-
men.

. Berechne das Volumen des Koérpers, der durch Rotation der Kurve

6[ us 7['}
=cosz, X -, =
y Y 272

um die z-Achse entsteht.

ot

0 X ?;
™

[\

ooy
ii) 5
3
. s
iii) X 3
iv) X«
Losung

Schneiden wir den Rotationskorper parallel zur (y, z)-Ebene auf Hohe x, so ist die
Schnittfigur ein Kreis mit Radius y(z). Die Schnittfigur hat also die Fliche

F(z) = y(z)?m = mcos® z.



Integrieren wir nach z, so finden wir das Volumen mit der bekannten Formel:

w/2 w/2
V:/ F(x)d:czw/ cos® x dx

—7/2 —7/2
/”/2 1+ cos 2z T [ sin2:c]7r/2
=7 T drxr=— |z +
e 2 2 2 |

. Es sei f(z) =log (%) fir x > 0.
a) Berechne die Ableitung f'(x).

Losung

Beachte, dass die Funktion f fir alle x > 0 definiert ist, da fiir solche Werte
sinhz > 0 und coshz > 1 sind, das Argument des Logarithmus’ also immer strikt
positiv ist. Wir bestimmen jetzt f/(x):

sinhz  sinh?2 — (coshz — 1) cosh =

1o
fle) = coshz — 1 sinh? z
- sinh? z — cosh? z + cosh z - coshx — 1 1
sinhz (coshz — 1) ~ sinhax (coshz — 1)  sinhaz’

b) Bestimme die Bogenlidnge des Graphen von f iiber dem Intervall [a, b], 0 < a < b.

Losung
Fiir die Berechnung der Bogenldnge s wenden wir die Formel

b
s = / 1+ (f(2)?de
an. Wir haben also
b b : 2
1 sinh“z + 1
= \/1+ —=—do = ——d
S / + sinhZ o T / R T
/ cosha: (* / coshx
sinh m sinh x
log (| sinh x| )} = log (sinh b) — log (sinh a)
A sinh b
%\ Ginha )

Bei den Sternchen (%) haben wir benutzt, dass x,a,b > 0 sind und deshalb auch
sinh x, sinh a, sinh b > 0.




7. Im Innern des Kreises mit Radius 1 rolle ein kleiner Kreis C' mit Radius 1/n, n =
3,4,... ab. Ein Punkt der Peripherie des Kreises C' beschreibt dann eine geschlossene
Kurve K (Hypozykloide), welche durch die Parametrisierung (0 < ¢ < 27)

((n—1)cosp+ cos((n —1)p))
((n—1)sinp —sin((n — 1)¢))

beschrieben wird.

Hypozykloide (n=10)

a) Man berechne in Abhéingigkeit von n die durch die Kurve K eingeschlossene Fla-
che.
Loésung
Nach der Berechnung der Ableitungen von z und y erhélt man
n—1

z(9)y(p) = —5— ((n—1)cos® ¢ — (n — 2) cos pcos((n — 1)) — cos*((n — 1)¢)) ,

He)y(p) =~ (= 1)sin’ o + (n — 2)sin psin((n — 1)) — sin(n — 1)g)).

Aus der Beziehung cos(«) cos(8) = cos(a + ) + sin(«) sin(f) erhalten wir fiir
a = und f = (n — 1)y die Gleichung

cos(ip) cos((n — 1)) = cos(ny) + sin(p) sin((n — 1)¢);



Daraus erhalten wir

. . n—1)(n—2
z(p)y(p) — 2(P)y(p) = (31(2)(1 — cosn).
Die gesuchte Flédche ist somit gegeben durch die Formel fiir die Sektorfliche und
wir erhalten

ot n— n— 2m
P [ atite - it de = U0 [T cosng
n—1)(n—2 sinnp]®™  (n—1)(n—2
_ (n—1)(n—2)r
n?2 '

b) Fiir welche n ist diese Flache grosser als 2/3 der Fléche des grossen Kreises?
Losung
Der grosse Kreis hat Fliache m; gesucht sind also die Zahlen n = 3, 4, .. ., fiir welche
das Folgende gilt:
n=1)(n-2)r 2
n? ~ 3"
3n? — 9n + 6 > 2n?
n(n—9)+6>0
n=29,10, ...

[

8. Man bestimme die Oberflache des Rotationsellipsoids

1.2 2 2

1

1S
R
o

Losung
Dieses Rotationsellipsoid ist symmetrisch beziiglich der y und z- Achse; deshalb entsteht
es durch Rotation der Ellipse

T
4 16

um die x-Achse. Hieraus erhélt man y = 44/16 < - %2) = ++/4(4 — 2?).
Wir parametrisieren nun den oberen Rand der Ellispe:
—4t

z(t) =t, y(t) =44 —1?), yt)= m

und )
t
SN2 | N2
B0+ §(1)° =144 .



Jetzt kann man die Oberflache O berechnen:

9 2
2
O — 27T/y(t) (t)2 +y(t)?dt = 2%/2\/4@\/@ dt
) —2

2 2 V3
* 4
:477/\/4+3t2dt:87r/\/1+itzdt(:)&r\/;/ V1+s2ds

-2
V3

_ 167 _ 167
5 B

VB

167
= 327 + —— arsinh(V/3).
/3 sinh(v3)

Bei (x) wurde s = \/g t substituiert.

[1 (arsinh(s) +sVs2+ 1)]

5 (arsinh(\/g) + 2\/5)

9. Das markierte Gebiet wird um die z-Achse rotiert. Man berechne das Volumen.

z
15¢

Der Kreis hat dabei den Mittelpunkt (—1,0) und geht durch die beiden Punkte (0, +1).

Loésung

Wir betrachten wegen Symmetriegriinden nur den Teil oberhalb der zy-Ebene. Das
gesuchte Volumen lésst sich wie folgt als Differenz zweier Volumina berechnen.
Zunéchst rotieren wir die Gerade z1(z) = 1 — 2z um die z-Achse (es entsteht ein Kegel).
Fir z € [0, 1] bezeichne Fj(z) die Schnittfliche des Kegels auf Hohe z. Betrachten wir
nun den Kreis in der Skizze, er hat die Gleichung 22 + (2 + 1)? = 2. Nun rotieren wir
das Kreisstiick, beschrieben durch z3(z) = v2 —22 —1 (0 < 2z < 1), um die z-Achse;
es entsteht eine Linse. Es bezeichne Fy(z) deren Schnittfliche auf Hohe z. Sodann gilt

1 1
V—Vl—Vg—2/ Fl(z)dz—Q/ Fy(z)dz.
0 0



Die Schnittflichen Fj(z) und F»(z) sind jeweils Kreise mit Radius z1(z), beziehungs-
weise z2(2). Also gilt

xa=2[fﬂ1—@%n:2ﬂffl‘@j::2”

3 3’

1 2 1
V§:2/1W<V2—zl—0 dz:2w/ (2-22-2v2—22+1) d
0 0

2W(Alﬁz%dz2¢?élﬂl(;%>ik

. 371 1/v2
QQW(FZ—Z] 4 V1—u%m>

0 0

—4.= [u 1 —wu? —i—arcsinu}

=2 -2 =+ = — —
(2Gei) -5

1
V2

u=0

ul/\/§>

dabei haben wir in () die Substitution uw = —=z durchgefiihrt.

Das gesuchte Volumen ist damit

8
V:%—%:H—g.

10. Es sei die Astroide durch die folgende Parameterdarstellung gegeben:

z(t) = acos’t

y(t) = asin®t, fiir 0 <t < 2m.

Dabei ist a > 0 eine feste Zahl. Berechne in Abhéngigkeit von «

a) die Bogenldnge der Astroide;
Losung
Fiir unsere Rechnungen niitzen wir immer wieder die vorhandene Symmetrie aus;
im ersten Quadranten lauft der Parameter ¢ von 0 bis § und die gesamte Bogenlan-
ge ist das Vierfache der Bogenlidnge im ersten Quadranten, analog fiir die Flache.



Mit @(t) = —3acos?tsint und §(t) = 3asin?tcost ergibt sich fiir die Bogenlinge
der Astroide

3 3
s = 4/ V()2 +y(t)?dt = 4/ 3aV/cost tsin® t + sin® £ cos? ¢ dt
0 0
3 x
= 12a/ costsintV cos?t + sin?tdt = 12a [% sin® t]g = 6a.
0

die Flache des Astroidensterns;

Loésung
Die Flache des Astroidensterns ist

= } : xz(t)y(t) — = : a?(cos? t sin? cos? t sin*
F=4 2/0 (x(t)y(t) (t)y(t)) dt 2/0 (3a*( t t+ t t))dt

WP

= 6a2/ (cos?t(1 — cos®t) + (1 — sin? t) sin ¢) dt.
0

Integrale dieser Art wurden in Kapitel I11.6 des Buches besprochen; mit den dort
eingefithrten Notationen gilt

F =6a(Jy — Jo + Iy — Ig) = 12a>(I4 — I¢),

da I, = J, gilt fiir n € Ny. Einsetzen der im Buch gefundenen Resultate ergibt

3m b5 3m 3
F=12a ("= — = ) = “7d’.
¢ (16 6 16> g™

das Volumen des Rotationskorpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die
x-Achse gedreht wird;

Losung

Der Schnitt des Korpers mit einer Ebene parallel zur (y, z)-Ebene ist ein Kreis.
Die implizite Darstellung der Kurve ist gegeben durch

Wl

2
= a3,

W

r3 +y

wie man aus der Parameterdarstellung ablesen kann. Um den Radius des Schnitt-
kreises zu berechnen, bestimmen wir lokal die explizite Darstellung zu y(x) =
(a% — xg)%, welche fiir 0 < x < a gilt und damit die Kurve im ersten Quadranten
beschreibt. Die Fliiche des Kreises ist 7 - y(z)?, also erhalten wir als Volumen

¢ “ 2 2)\3 “ 2\ 2\?
V= 2/ my(x)? de = 2/ mla3 —x3) dr= 277@2/ <1 — (= ) dx.
0 0 ( ) 0 (a)

10



Nun substituieren wir u = (%)g, wir erhalten = au? und dz = %a\/ﬁdu mit den
Grenzen 0 und 1. Also gilt

a 2 3 1
V:27m2/ <1— (m>5> dx:27ra2-2a/ (1—u)*Vudu
0 a 0

1 1
= 37?(13/ (1 —3u + 3u? — ug)u% du = 37ra3/ w? —3us + 3u3 —us du
0 0

]1 32

w

2 3 6
= 3ma® | Zu? — =
Ta [3u2 5u

Njot
[SIEN]
|

—-Ta .

L6 20
7 T 9", T 105

d) die Oberfliche dieses Rotationskorpers.

Losung
Gemiss der Formel fiir Oberflachenintegrale erhalten wir

0=2 [ 2mylo) GO+ GO db = 125a® [ s veost
0 0
12 s 12
= gﬁag [sin5 t]oz = gwaQ.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben am Mittwoch, 9. Dezember 2015 in der Vorlesung. Die
Multiple-Choice-Aufgaben sind online einzureichen.
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