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e Bitte fiillen Sie zuerst dieses Deckblatt aus.
e Legen Sie Ihre Legi auf den Tisch.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite und schreiben Sie IThren Namen auf alle
Blitter.

e Bitte nicht mit Bleistift / Rot / Griin schreiben!
e Versuchen Sie, den Losungsweg moglichst klar darzustellen und arbeiten Sie sorgfiltig!
e Priifungsdauer: 120 Minuten.

e Zugelassene Hilfsmittel: Selbstindig verfasste Zusammenfassung von maximal 20 A4 Sei-
ten, nicht ausgedruckt, nicht kopiert.

e Schalten Sie Ihr Handy aus und legen Sie es weg.

Viel Erfolg!



Aufgabe 1 Blockmatrixkalkiil [4 points]

Geben Sie jeweils fiir die Matrix M eine explizite Darstellung als Blockmatrix an. Dabei sind
A, B € R™", wobei A invertierbar ist. Weiter bezeichnen wir die Nullmatrix in R™"™ mit O,, und
die Einheitsmatrix in R™" mit L,,.

(1a) [2 points]

Losung:

(1b) [2 points]

k
I, B
M = {On IJ , keN
Losung:
1, B]" [I, kB
01 ~lo. e
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Aufgabe 2 Matrizen mit gleichem Kern und Bild [6 points]

(2a) [4 points] Welche notwendigen Bedingungen miissen Paare (m,n) natiirlicher Zahlen
erfiillen, damit es Matrizen A € R™" so gibt, dass gilt

Bild(A) = Kern(A).

Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung: Da bei Gleichheit

Bild(A) = Kern(A) (2.1)
die Dimensionen der Rdume iibereinstimmen miissen, erhalten wir die notwendige Bedingung
m = n.
Weiter muss nach dem Dimensionssatz gelten

dim Kern(A) 4 dim Bild(A) = n, wobei wegen (2.1) dim Kern(A) = dim Bild(A)
& 2dimKern(A) =n.

Somit muss n notwendigerweise gerade sein.

Es bleiben folglich die Paare
(2k,2k), keN

zur Auswabhl.

Bemerkung. Um auch nachzuweisen, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind, ist noch
zu zeigen, dass es immer Matrizen A mit gerader Dimension 2k gibt, die Bild(A) = Kern(A)
erfiillen. Das gilt etwa fiir

_ |0k Ik
Ao ol

(2b) [2 points] Geben Sie ein Beispiel an fiir ein Paar (m,n) € N? und eine Matrix A €
R™™ fiir welche gilt m,n > 2 und Bild(A) = Kern(A).

Losung: Sei

01

A:{oo

} € R??.

Es gilt, dass Kern(A) = Span [}] = Bild(A)
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Aufgabe 3 Kern und Bild symmetrischer Matrizen [4 points]

Wir betrachten eine allgemeine symmetrische Matrix A € R™".
(3a) [2 points] Zeigen Sie, dass gilt

Bild(A)* C Kern(A).

Losung:
x € Bild(A)YY = A'x=0 = Ax=0 = xcKem(A),

da Orthogonalitidt von x zu Bild(A) genau dann vorliegt, wenn der Vektor x auf allen Spalten
von A senkrecht steht.

Alternative Losung: Fiir jede symmetrische Matrix A € R™", gibt es eine orthonormale Matrix
Q, so dass A von Q) diagonalisiert wird. D.h.

A1
AzQ{ . ]QT-
DY

n

(S —
=D

Eine Basis fiir den Kern von A wird aufgespannt durch die Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A; = 0. Das Bild von A wird aufgespannt durch die Eigenvektoren zu den Eigenwerte \; # 0.
Aufgrund der Orthogonalitéit der Eigenvektoren ist deshalb Bild(A)+ = Kern(A).

(3b) [2 points] Zeigen Sie, dass gilt
Kern(A) C Bild(A)~*.
Losung: Die Schlussrichtung oben lédsst sich umkehren:

x € Kern(A) = Ax=0 = A'x=0 = xecBidA)".

In der letzten Teilaufgabe haben wir herausgefunden, dass Kern(A) = Bild(A)*, deshalb gilt
genauso Kern(A) C Bild(A)*. Anmerkung: V! bezeichnet das orthogonale Komplement
von V beziiglich des Euklidischen Skalarproduktes.
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Aufgabe 4 Term einer linearen Iteration mit MATLAB [8 points]

Wir untersuchen die MATLAB-Funktion aus Listing 4.1.

Listing 4.1: MATLAB-Funktion getit

i [function y = getit (A, x, k)
2 | [S,D] = eig (R);

; |y = Sxdiag (diag (D). k) * (S\x);
+ |end

Tipp: MATLAB gibt bei der Eingabe von help eig folgende Ausgabe zuriick:

[V,D] = eig(A) produces a diagonal matrix D of eigenvalues and

a full matrix V whose columns are the corresponding eigenvectors
so that AxV = VxD.

Tipp: Die MATLAB-Funktion diag (x) erzeugt angewandt auf einen Vektor x eine Diagonal-
matrix mit Diagonalelementen aus x. diag (M) angewandt auf eine n x n Matrix M gibt einen
Vektor mit den Diagonaleintrdgen von M zuriick.

Tipp: Die Operation v. "k fiir einen Spaltenvektor v liefert den Spaltenvektor gleicher Grosse,
dessen Komponenten die k. Potenzen der Komponenten von v sind.

(4a) [4 points] Welche Ausgabe liefert get it, wenn im Argument A eine diagonalisierbare
Matrix A € R™" iibergeben wird, im Argument x ein Spaltenvektor x der Lidnge » und in k eine
Zahl k € N?

Losung: Resultat:
y = AFx.

(4b) [4 points] Sei k£ € N fixiert. Diskutieren Sie im Detail den asymptotischen Rechenauf-
wand der MATLAB-Funktion get it in Abhéngigkeit von der Matrixgrosse n fiir grosse Werte
von n.

Losung: getit fiihrt folgende Rechnungen aus:

e Die Diagonalisierung einer vollbesetzten n x n-Matrix: Asymptotischer Rechenaufwand

O(n?)

e Die Multiplikation einer vollbesetzten n X n-Matrix mit einem Spaltenvektor der Lénge n:
Asymptotischer Rechenaufwand O(n?)

e Das Potenzieren von n Zahlen: Rechenaufwand O(n)

e Das Losen eines linearen Gleichungssystems mit einer vollbesetzten n X n-Matrix: Asym-
ptotischer Rechenaufwand O(n?)

Die Operationen mit der hochsten Potenz von n im Rechenaufwand dominieren, so dass sich ein
asymptotischer Gesamtaufwand von O(n?) fiir n — oo ergibt. ab!
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Aufgabe 5 Markov-Kette: Zustinde von Proteinen [8 points]

Grundzustand (G)

Aktivierter Zustand (A) Gehemmter Zustand (I)

Abbildung 5.1: Skizze der verschiedenen Zustinde des Proteins aus Aufgabe 5.
Wir betrachten ein Protein, welches in Losung in drei moglichen Zustinden vorliegt:

e Grundzustand (G)
o Aktivierter Zustand (A)

e Gehemmter Zustand (I)
Aus reaktionskinetischen Uberlegungen weiss man, dass in einer Nanosekunde

e 80% der aktivierten Molekiile in den Grundzustand iibergehen.
e Ein Ubergang vom aktivierten in den gehemmten Zustand nicht stattfindet.

e 10% der Molekiile im Grundzustand in den aktivierten Zustand und 10% in den gehemmten
Zustand iibergehen.

e 50% der Molekiile aus dem gehemmten Zustand in den Grundzustand und 5% in den akti-
vierten Zustand zuriickkehren.

(5a) [2 points] Vervollstindigen Sie die Skizze aus Abbildung 5.1, indem Sie die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten der Uberginge zwischen den verschiedenen Zustinden eintragen. Die Ubergiinge
sind bereits durch die Pfeile symbolisiert.

Losung: Siehe Abbildung 5.2.
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Grundzustand (G)

Aktivierter Zustand (A) Gehemmter Zustand (I)

Abbildung 5.2: Skizze der verschiedenen Zustinde des Proteins aus Aufgabe 5 mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten.

(5b) [2 points] Geben Sie die Gleichung fiir die Markov-Kette x(©, x() %2 an, welche
die Evolution der Proteinzustinde beschreibt. Nehmen Sie dabei an, dass gilt

x) = {(i((:;} c R3,
Alk)
wobei G*) den Anteil von Molekiilen im Zustand (G) nach k& Nanosekunden reprasentiert und

analog / (%) und A®*) den Anteil von Molekiilen in den Zusténden () respektive (A) nach k& Nano-
sekunden darstellen.

Losung:
x*+D — Ax(®) (5.1)

mit

(P(@)=(G) P()=(G) Pa)=+@G)
A = p@-01) PO-1)  PA)-1)
P(G)=(4) P(D)—(A)  P(A)—(4)
0.8 05 0.8

— 101 045 0|,

0.1 0.05 0.2

wobei wir die Werte auf der Diagonalen erhalten, indem wir verwenden, dass A eine stochastische
Matrix sein muss.

(S5¢) [4 points] Welche Anteile der einzelnen Zustdnde liegen nach langer Zeit in stabiler
Losung vor?
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Losung: Wir suchen den Eigenraum zum Eigenwert 1, beziehungsweise den Fixpunkt der Re-

kursionsgleichung in (5.1).

(A—Ig)XIO,
—02 05 0.8]
01 —055 0 |x=0,
0.1 0.05 —0.8
0.1 —0.25 —0.4]
0 03 —04|x=0,
0 0 0 |
10 —2]
01 —3[x=0,
00 0]

Wir erhalten die Losungsmenge

22
Kern(A — I3) = Span .
3

Wir erhalten folglich den Wahrscheinlichkeitsvektor

22
1
2|4
3

welcher die Anteile in stabiler Losung beschreibt.
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Aufgabe 6 Schitzen von Ubertragungskanalparametern [10 points]

Gesendet wird ein zeitdiskretes Signal x1, s, ..., 42 endlicher Dauer, z; € R, m € N.
Nach der Ubertragung empfingt man das Signal 41, ya, ..., ¥n,. Wir nehmen an, dass folgende
Beziehung zwischen dem gesendeten und dem empfangenen Signal besteht:

yj:a$j+ﬁxj+1+’yxj+2, j:]-a s, M (61)
mit noch unbekannten Koeffizienten o, 5, € R.

(6a) [2 points] Welches iiberbestimmte lineare Gleichungssystem wird gemdss (6.1) von

(e
B3| €R?
¥

erfiillt, wenn Modell- oder Messfehler ausgeschlossen werden?

o
Losung: Das aus (6.1) resultierende iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiir |3| € R3
Y
lautet
T T2 3 Y1
o)
T2 T3 T4 Y2
Bl=1.1 (6.2)
~ :
Tm Tm+l Tm42 Ym

(6b) [3 points] Fiirk € {1,..., m+2} betrachten wir den Spezialfall des Signals z1, ..., 12,
mit

1 =k
TTY0 je{l,. . m+2)\ {k}

Fiir welche & € {1,...,m + 2} ist die kleinste-Quadrate-Losung des iiberbestimmten linearen
Gleichungssystems aus Teilaufgabe (6a) eindeutig?

Losung: Das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem in (6.2) muss maximalen Rang, also Rang
3 haben, damit die kleinste-Quadrate-Losung eindeutig ist. Dies gilt genau dann, wenn z, in drei
Zeilen der Koeffizientenmatrix aus (6.2) auftaucht. Also fiir

3<k<m.

(6c) [S points] Was sind die zugehorigen Normalengleichungen zum iiberbestimmten linea-
ren Gleichungssystem aus Teilaufgabe (6a)? Geben Sie die Eintrige der Koeffizientenmatrix der
Normalengleichungen und die Komponenten des Rechte-Seite-Vektors der Normalengleichungen
explizit in Abhingigkeit von den Daten x+1, ..., 2, o und vy, ..., y,, an.
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Losung: Die Normalengleichungen zu (6.2) lauten

T -
| X2 €3 A X2 €3

T2 Zs3 T4 T2 xs3 T4

_ T
T Ta xs3 Y1

T2 T3 Xy Yo

Tm Tm4+1 Tm+42 Tm Tm4+1 Tm42] LZm  Tm+1 LTm+2 Ym
m 2 m m 1T~ r m
Doke1 T Dokl ThTh41l g1 ThThie | | > k=1 TkYk
m m 2 m m
Dol ThTR41  Dhe1 Thy1 Dkl Tkt Thi2| | B doke1 Thi1Yk
m m m 2 m
Dkl ThThy2  2pm1 ThtaThe2 g1 Thye | LY) [D2k=1 Teralk
Koeffizientenmatrix Rechte-Seite-Vektor
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Aufgabe 7 MATLAB: Householder Reflektionen [15 points]
Ihnen wird die MATLAB-Funktion
function Z2 = houserefl (v)

aus Listing 7.1 vorgelegt.

Listing 7.1: MATLAB-Funktion aus Aufgabe 7

function 7Z = houserefl (v)

Eingabe: v: Spaltenvektor, v in R™\ {0}
= size (v,1); % Laenge des Vektors v

= v/norm (v) ;

= w + [1;zeros (n-1,1)];

= u/norm (u) ;

= eye (n) — 2xgxq’;

Extrahiert die letzten n—-1 Spalten von X
= X(:,2:end);

end

XIQGSUO\O
|

oo

N

(7a) [3 points] Zeigen Sie, dass die Matrix X, welche in Zeile 7 des Codes in Listing 7.1
erstellt wird, folgende Identitit erfiillt:

X'X=1,.

Tipp: Es gilt ||q|° = 1.

Losung:

X'X = (In — 2qu> (In — 2qu)

=1,-4qq" +4q q'q q'

~a*=1 7.1
=1,—4qq' +4qq’
~1,.

(7b) [4 points] Zeigen Sie, dass die erste Spalte der in der Variablen X gespeicherten Ma-
trix X (nach Ausfiihrung von Zeile 7 der MATLAB-Funktion houserefl aus Listing 7.1) ein
Vielfaches des Argumentvektors v ist.

1

0
Tipp: Es gilt ||q|| = ¢f+---+¢; = 1, mitq = Tuy- Verwenden Sie weiter, dass giltu = w+ | . |,

0
wobei w = ¥ und folglich | w||* = 1.
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Losung: Sei X die Matrix, welche in Zeile 7 des Codes aus Listing 7.1 definiert wird.

1 —2¢;

—2
X(:1) =eV —2gq=|

_quqn
2 -
_9__ "
1 2u%+u§+---+u%
_ 22U U
udtud+-+u

[(w141)24w2+-4w2 —2(w;+1)2 ]
(w1+1)2+wi+-Fw?

2(wi+1)wsa
L T _
w= , u=w+(1,0,...,0) (w1+1)2+w§+---+w%

2(w1+1)wn,
L (w1+1)2+wi+- w3
_2w1(w1+1)
2(w1+1)
o 5 o 5 | —2witlws
1—wi=wytwz+--+wy, 2(wi+1)

_2(w1+1)wn
2(w1+1)
v
= —-W = ——
[[v]]

Dies ist offensichtlich ein vielfaches des Eingabevektors v.

(7¢) [3 points] Welche Eigenschaft hat die Menge der Spalten der Riickgabematrix der MAT-
LAB-Funktion houserefl aus Listing 7.1?7 Was ist demzufolge der Zweck dieser MATLAB-
Funktion?

Tipp: Sie konnen die Resultate der Teilaufgaben (7a) und (7b) verwenden.

Losung: Die Spalten von X bilden eine Orthonormalbasis des R" (siehe Teilaufgabe (7a)). Dar-
aus erhalten wir direkt, dass die Menge

{X(:,2), ..., X(:,n)}
eine ONB des orthogonalen Komplements von X(:, 1) ist. Nach Teilaufgabe (7b) gilt, dass

Span X(:,1) = Spanv.
Somit ist die Menge {X(:,2), ..., X(;,n)} Zetle %, Listing 7 {Z(:,1), ..., Z(:,n — 1)} das Ortho-
gonale Komplement vom Eingabevektor v der Funktion houserefl.

Die Funktion berechnet also eine ONB des orthogonalen Komplements von v!
(7d) [2 points] Was ist die asymptotische Komplexitit der MATLAB-Funktion houserefl
aus Listing 7.1 in Abhéngigkeit von der Linge n des Eingabevektors fiir n — oo?

Losung: O(n?), da die Bildung eines Tensorprodukts von Vektoren der Linge n bendtigt wird
(Zeile 7 in Listing 7.1).
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(7e) [3 points] Ersetzen Sie Zeilen 3-7 im Code aus Listing 7.1 durch den Aufruf einer ein-
zigen Standardfunktion von Mat 1ab. Wie lautet die entsprechende Codezeile?

Losung: Mithilfe der vorherigen Teilaufgaben erhalten wir die Antwort direkt (siehe auch Li-

sting 7.2):
[X,R]=gr (v);
Listing 7.2: Modifizierte MATLAB-Funktion aus Aufgabe 7
function Z = gr_houserefl (v)
% Eingabe:
% v: Spaltenvektor, v in R"n\{0}
[X,R] = qr (v);

Extrahiert die letzten n-1 Spalten von X
Z = X(:,2:end) ;
end
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