D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

Losung 12

1. Betrachte Die Funktionen
sinh(z) := %, cosh(z) := cre

a) Verifiziere cosh®(z) — sinh®(z) = 1.
Lésung:

cosh?(z) — sinh(z) = T (=)

b) Verifiziere

Lésung:

cosh’(z) =

= sinh(x)

c) Skizziere den Graph von sinh(z) und bestimme Definitions- und Wertebe-
reich der Umkehrfunktion arsinh(z).
Lésung:
Den Graph ist

Bitte wenden!



d)

Der Definitionsbereich von arsinh(z) ist R, der Wertebereich von arsinh(x)
ist R.

Bestimme die Ableitung von arsinh(z).
Lésung:
Wir haben sinh(arsinh(x)) = x. Durch ableiten finden wir

1 = (sinh(arsinh(x)))" = cosh(arsinh(z))(arsinh’(z)),

1

also arsinh’(x) = - Da cosh(z) grosser als 0 fiir jede x ist, es folgt

cosh(arsinh(z
aus a)
cosh(z) = /1 + sinh?(z).
Wir schliessen
il (z) .
rsin =
s ’ cosh(arsinh(x))
B 1
\/1 + sinh?(arsinh(z))
1

V1+a?

Siehe nichstes Blatt!



2. Die Funktion f(z) := "7 a,z" erfiille die Gleichungen

n=0
(@)= f(z), f(0)=0,  f(0)=L1
Bestimme alle a,,.

Lésung:
Die zweite Ableitung der Potenzreihe ist gegeben durch

- (S0

_ 2 3 4 5 "
= (ag + a1 + ax” + asx” + a4x” + asx” + . ..
1 " " "

= (ao)" + (a1z)" + (a2z®)” + (azz®)” + (asz")” + (a5z®)" +...
=04+0+4+2as+3-2a3x +4-3a,2% +5 - dazx® + ...
=) (n+2)(n+ 1)ayz".

n=0

Wir wissen dass f”(z) = f(z). Aus Koeffizientenvergleich

Z apx" = Z(n +2)(n+ 1)ap 22"
n=0 n=0
folgt a,, = (n + 2)(n + 1)a,., fir jede n > 0. Das impliziert
Qn
Upgo = :
P m+2)(n+1)
Die Funktion f(z) =" a,z™ erfiillt f(0) =0, also
0= £(0) = ag + a10 + 0% + a30® + a40* + a50° + - - - = ag
und ag = 0. Wir haben
(n=2 ay = 5% =0,
(n=4 ay = 3% =0,
(n/::6 ag = g% :30,

also, a, = 0 fiir n gerade.
Die Funktion f’(z) ist gegeben durch

f(z) = (ao + a1z + asx?® + azx® + agxt + asax® + ... )/
= ay + 2asx + 3azx? + daygx® + basxzt + ...

= (n+ Dayz"

n=0

Bitte wenden!



Es gilt f/(0) =1, also

1= f/(o) = + +2G20 + 3@302 + 4&403 —+ 5@504 + ... = ay
und a; = 1.
(n=3) az = 35 = 3%,
(n=5) as = 55 = 5.4%3.2a
(n=7) ar = 35 = 7-6-5%4-3-27

also a, = % fiir n ungerade und somit ist

- 1 2n+1
f(f):me i

n=0

Es ist f(x) = sinh(x), wie wir spiter sehen werden.

3. Multiple choice

Siehe nichstes Blatt!



1. Der Graph von cosh(x) ist

Welche Aussage ist korrekt?
(a) Es existiert eine Umkehrfunktion arcosh(z) : [0,00) — [0, 00)
v (b) Es existiert eine Umkehrfunktion arcosh(z) : [1,00) — [0, 00)
Ja, cosh : [0,00) = [1,00) ist bijektiv.

(c) Es existiert eine Umkehrfunktion arcosh(x) : [—1,1] — [0, 7]

Bitte wenden!



2. Die Ableitung von cosh ist...

— sinh(z)?

— cosh(z)?

sinh(x)?

Ja,

cosh’(z) = (e”) J;(efm)

_ et — 7%
2
= sinh(x)

3. Welche der folgenden Funktionen erfiillen die Gleichung

f'(@) = f(2)?
sinh(z),
Ja, (sinh(z))” = (cosh(z))’ = sinh(z),
cosh(z)
Ja, (cosh(z))” = (sinh(z))’ = cosh(x),
asinh(z) + cosh(z), a # 0.

Ja, (asinh(z) + cosh(x))” = (asinh(z))” + (cosh(zx))”

= asinh(z) + cosh(x).

Siehe nichstes Blatt!



4. Welche der folgenden Funktionen erfiillen die Gleichungen

f(@) = fz), [f(O)=17
sinh(x),
Nein, sinh(0) = 0.
cosh(z),
Ja, cosh(1) = 1.
asinh(z) + cosh(z), a # 0.

Ja, asinh(0) + cosh(0) = a - 0 + cosh(0) = 1.

5. Welche der folgenden Funktionen erfiillen die Gleichungen

f'(@) = f(z), [f(O)=1, f'(0)=07
sinh(x),
Nein, sinh(0) = 0.
cosh(z),
Ja, (cosh(1)) = sinh(0) = 0.
asinh(z) + cosh(z), a # 0.

Nein, (asinh(z) + cosh(z))" = (acosh(z)) + (sinh(z)), und a cosh(0) + sinh(0) = a.



