D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

Losung 3

1. Fiihre die folgenden Polynomdivisionen mit Rest durch.

a) (v —2°—5x+5): (v —3)

Lésung.
(x3 —2* —bx +5) :(zx—-3)|[x?*+ 22 +1
—(z® —32?%)
227 —5x 45
—(222 —6x)
T 4D
—(z_ =3)
8
Also gilt
(2 —2* —Br+5): (x—3) =2 +22+1 Rest 8,
oder

2 — 2 —b5r+5= (" +2r+1)(x—3)+8.
b) (22° +2x* + 2 +5): (22° — 1)

Losung.

(22  +22* 42 402 0z +5) (22— D[t + 2+ 43

—(22° —13)
20t +243 +5
—(22* —?)
22°  +a? +5
— (223 —x)
2 4z +5
—(2? —3)
x—l—%

Bitte wenden!



Also gilt

1 11
(2x5+2x4~|—az3—|—5):(2x2—1):x3+x2+x+§ Rest (az+7) ;

oder

1 11
225 + 20t + 2% + 5= (3334—:1:2—1—3:—1—5) (2x2—1)+(:c+?) :

. Bestimme alle Nullstellen, deren Vielfachheit sowie die vollstindige Faktorisie-
rung folgender Polynome.

a) z° —42® + 9x — 10
Losung. Durch Ausprobieren finden wir die Nullstelle 2. Wir dividieren
2% — 42% + 92 — 10 durch z — 2 und erhalten
2 — 4% + 92 — 10 = (v — 2)(2® — 22 + ).

22 — 22 + 5 = 0 ist eine quadratische Gleichung. Die Lsungen lauten

Also x1 = 1+ 2i, x9 = 1 — 24. Die vollstdndige Faktorisierung ist
23— 42 + 92 — 10 = (z — 2) (2 — (1 4+ 20))(z — (1 — 24))
und die Vielfachheit aller Nullstellen ist 1.

b) 2% —42° + 5x* + 42 — 202% + 242 — 12 (Hinweis: z = 1+ ist eine doppelte
Nullstelle).

Losung. Geméss Hinweis ist 1 + ¢ eine doppelte Nullstelle. Aus Aufga-
be 3b) wissen wir, dass 1 — i auch eine doppelte Nullstelle ist. Also ist
28 — 425 + 5zt + 42® — 2022 + 242 — 12 durch

(@ —(1+0) (x—(1—0)? = (2 =20 +2)°
=2t —42® + 822 —8x +4

teilbar.

(25 —4z® 45zt 423 —202? +24x —12) :(2* — 423 + 827 — 8x + 4)|2? — 3
— (25 —4a° +8z%  —8z% +4x?)
=3zt +122° 2427 +24x —12
—(=3x% +122% —242% +24x —12)
0

Siehe nichstes Blatt!



Also gilt
2% — 42 + 52t 4 42 — 2027 + 241 — 12 = (2% — 22 + 2)%(2® — 3).

22 — 3 = 0 ist eine quadratische Gleichung mit Lésungen z = 4+/3. Die
Gleichung 2?2 — 22 + 2 = 0 ist auch quadratisch und die Losungen sind
x = 1+14. Also ist vollstéandige Faktorisierung

2% — 42° + 5t 4 42® — 202% 4 24z — 12 = (27 — 2z + 2)*(2® — 3)
= (@ = (1+D) (= (1=0))* (¢ = V3) (2 + V3)
=@ =1+ @=(1-0) (¢-V3) (z+V3).

Die Nullstellen sind 1+ (beide doppelt) und £+v/3 (beide einfach).

3. Sei p(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Verifiziere:

a) Fiir alle z € C gilt p(z) = p(2).

Losung. Sei z eine komplexe Zahl. Dann ist z = re fir eine r > 0 und
ein ¢ € [0,2x]. Fiir n € N haben wir

Sei
P(x) = apz™ + an12" "+ -+ ag

ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann ist wegen ay = a,, fiir alle k.

p(2) = apz™ + an_ 12"+ - +ap
= 2" + Ay 2"+ T
= G2 4 Gy 4+ ag
= p2" + Ay 12"+ -+ ag
= a,Z" 4+ ap 12"+ + ag

= p(Z)

Bitte wenden!



b) Sei z eine Nullstelle von p(x), dann ist Z auch eine Nullstelle von p.

Lésung. Es folgt aus a). Sei z eine Nullstelle von p(z), dann

p()=p(z)=0=0

Siehe nichstes Blatt!



4. Multiple choice.

V

1. Betrachte ein quadratisches Polynom p(z) = z* + A, A € C. Welche der
folgenden Aussagen sind richtig?

(a)

Fiir A > 0 hat p(x) keine reelle Nullstelle.
Ja, die Losungen lauten ++/—X\ und sind daher imaginér.

Es gibt ein A € R, so dass p(x) eine reelle Nullstelle und eine nicht reelle
Nullstelle hat.

Nein, aus Aufgabe 3b) wissen wir, dass beide Nullstellen nicht reell sind.

Es gibt ein nicht-reelles A, so dass p(z) eine reelle Nullstelle und eine nicht
reelle Nullstelle hat.

Nein, man kann die Gleichung z? = —\ 16sen, und die Nullstellen sind beide nicht reell.
Fiir jedes A € C hat p(z) keine doppelten Nullstellen.

Nein, betrachte A = 0.

Bitte wenden!



2. Sei q(z) = (z +2)* — 5(z + 2)* + 2 + 3. Der Graph ist

A

Betrachte p(x) := g(x) + A, fiir ein reelles A. Welche der folgenden Aussagen sind
richtig?

v/ (a) ¢(x) hat drei Nullstellen mit Vielfachheit 1.
Ja, g(x) schneidet die z-Achse in 3 Punkten.
v/ (b) Esgibt ein A < 0, so dass p(x) := ¢g(z) + A nur eine reelle Nullstelle hat.

Ja, sei d der Abstand zwischen A und der z-Achse, dann schneidet p(z) := g(z) + A fiir
A < —d die z-Achse nur in einem Punkt.

v/ (c¢) Esgibt ein A > 0 so dass p(z) := ¢(x) + X niir eine reelle Nullstelle hat.

Ja, sei d der Abstand zwischen B und der z-Achse, dann schneidet p(z) := g(z) + A fiir
A > d die z-Achse nur in einem Punkt.

Siehe nichstes Blatt!



3. Sei p(r) := 2% — 42 4+ 5z — 2. Der Graph ist

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
(a) p(z) hat eine reelle Nullstelle mit Vielfachheit 3.
Nein, p(x) trifft die z-Achse in 2 Punkten.

(b) p(x) hat zwei reelle Nullstellen mit Vielfachheit 1 und eine nicht-reelle Null-
stelle z mit Vielfachheit 1.

Nein, p(z) ist ein reelles Polynom, also Z ist auch eine Nullstelle mit Vielfachheit 1. Der

Grad von p(x) ist 3 und das ist ein Widerspruch mit dem Fundamentalsatz der Algebral!
(¢) p(z) hat zwei nicht-reelle Nullstellen mit Vielfachheit 1.
Nein, p(z) schneidet die z-Achse in 2 Punkten.

(d) p(x) hat eine doppelte reelle Nullstelle 2; und eine einfache reelle Nullstelle
Ta.



