D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

Lo6sung 5

1. Verifiziere

a) é(};ﬁ) — o,

Losung. Die Aussage folgt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

2" = (141)" = i (Z) 11k = i (Z)

k=0 k=0

m (1) =0

n=0

Lésung. Die Aussage folgt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

n

0= (-1+1)"= i (Z) (—1)F1"* = Z(—l)k@).

k=0 k=0
c) Interpretiere a) and b).

Ldosung. (Z) ist gleich der Anzahl der Teilmengen von

{1,2,...,n}

der Grosse k. Die Aufgabe 1.a) impliziert, dass die Anzahl aller Teilmengen
von {1,2,...,n} gleich zu 2" ist. Andererseits, Aufgabe 1.b) impliziert, dass
die Anzahl aller Teilmengen von {1,2,...,n} mit gerader Ordnung gleich
der Anzahl aller Teilmenge von {1,2,...,n} mit ungerader Ordnung ist.

2. Betrachte die rationalen Funktionen

x

22 -1’

22% — 42?2 — 22 + 4
x5 — 3t + 223

i)

ii)

)

Bitte wenden!



iii)

iv)

3 =222 —x+2
x2 —4 7

0 —dxt 2203 + 42 — 20+ 1
223 — 8x2 + 2x + 12

a) Finde den Definitionsbereich,

Lésung.
i) Sei % := —*=. Die Nullstellen von ¢(z) = 2> — 1 sind = £1. Es gilt

p(1) = 1 und p(—1) = —1, also ist der Definitionsbereich von —*= gleich
R\ {-1;1}.
i) Sei A8 ;= 2edr gl g gilt

q(z) = 2° — 32" + 22° = 2 (2 — 1) (2 — 2).
Der Definitionsbereich von 25=4=22+4 gleich R \ {0;1;2} ist. Anderer-

5 —374 4223

seits haben wir p(1) = 0, p(0) = 4, p(2) = 0. Also ist der Definitionsbe-

reich der gekiirzte Form von % gleich R\ {0}.

iii) Sei % = xs—ig#. Die Nullstellen g(z) = 2* — 4 sind x = +2. Der

Definitionsbereich von % gleich R\ {—2; 2} ist. Es gilt p(2) =0,
p(—2) = —12. Also ist der Definitionsbereich der gekiirzte Form von
2
£2es gleich R\ {2}
iv) Sei % = z5_§§§j§i§i§§i‘é””+l. Polynomdivison zeigt

(227 — 82° + 204+ 12) : (¢ 4+ 1) = 22% — 10z — 12.

Wir schlielen ¢(z) = 2(z — 3)(z — 2)(z + 1). Der Definitionsbereich von

Dor et 2ol gleich R\ {—1;2;3} ist. Es gilt p(—1) =0, p(3) = 4
und p(2) = —3. Also ist der Definitionsbereich der gekiirzte Form von

25— 4244223+ 422 —22+1 : .
25 saZraeiis  gleich R \ {253}

b) kiirze,
Lésung.
i) Sei % := —~. Hier ist kiirzen nicht moglich.
ii) Sei % = %. Aus a) wissen wir, dass p(x) durch (z—1)(x—2)

teilbar ist. Polynomdivision zeigt
(20° —4a® — 224 4) : (z — 1)(z — 2) =2z + 2
und es folgt p(x) = 2(z — 1)(z — 2)(x + 1). Wir schlieen

p(z)  22° —4da®—224+4 2@ —1)(z—2)(z+1)
qz) =3t 223 3z —1)(z—2)

Siehe nichstes Blatt!



und kiirzen:
2(x +1)
s
iii) Sei f}% = %. Aus a) wissen wir, dass p(z) durch (z —2) teilbar
ist. Mit der Polynomdivision haben wir
(=22 —2x+2): (z—2) =2 — 1.
Wir schlielen

ple) 2°—222—x+2 (2°—1)(z—2)

O e SR R
1
T
iv) SeiZ x) = “5’§§3f§§213§i’1§“1. Aus a) wissen wir, dass p(z) durch (z+1)

tellbar 1st Polynomdivison zeigt
(2° =4z +22° +42” =2z + 1) : (x+ 1) = 2" —52° + 72 — 3z + 1.
Wir schlieflen

plx) 2 —dat +22° +4a® — 224 1

q(z) 203 — 822 + 2z + 12

(z* =523 + 72? — 3z + 1)(z + 1)
2(z —3)(x —2)(x + 1)

und kiirzen:
at =513 + T2 — 3+ 1

222 — 10z + 12

c¢) finde die Partialbruchzerlegung der gekiirzten Briiche

Lésung.

: x _ 1 1
i) 25 = -1 1 2D

2(:Jc+1 2 2
11) = ) + =3

iii) er haben

=20 —x+2 2’ -1
22 — 4 oz +2
Mit der Polynomdivision erhalten wir

(22 —=1): (z+2) =2 —2 Rest 3,

Bitte wenden!



Also
?—1=x+2)(x—-2)+3

Wir schlieflen

-1 (z+2)(x—2)+3 3
= =z —2+ .
T+ 2 T+ 2 T+ 2

iv) Wir haben
at —ba? 4 Ta? — 3w + 1
222 — 10x + 12

Mit der Polynomdivision erhalten wir

2 +1

(z* —52® + T2° — 3z + 1) : (22 — 102 + 12) = Rest 2z — 5,

Also
241

x4—5x3—|—7x2—3x+1—(2x2—10x—|—12)( >+2x—5

Wir schlieflen

P — Azt 4208+ dp? —2p 41 (200 — 100 +12) (#)+2x—5

203 — 822 + 2x + 12 222 — 10x + 12
2 +1 2r — 5
2 +2x2—10I—|—12
2 +1 1 1

> Tow—3 T2w-2
d) skizziere den Graph der obigen rationalen Funktionen.

Lésung.

i)

x
x?2 -1’

Siehe nichstes Blatt!



Bitte wenden!



Siehe nichstes Blatt!



3
x+2

iii) z—2+

12

10

N
-2
-4
-6
-8
-10
-12
-14

-10 -

-12

-14

Bitte wenden!



-2.5

0.5

|
15 b 25 B
i

Siehe nichstes Blatt!

4.5



3. Multiple choice

1. Welche der folgenden Funktionen hat eine gekiirzte Form, die ein reelles Po-
lynom ist?

(a)

x
24+ 1

Nein, hier ist kiirzen nicht moglich.

3+ 422 + T +6
T+ 2

Ja, die gekiirzte Form ist 22 + 2z + 3.

2™ 4+ 63223 + 478326952*2 + 712" + 625 + 322 + 123
198 + 345247 + 45632695236 + T1a” — 342* — 89322 4 129

Nein, der Grad der Nenner ist grosser als der Grad des Zihlers.

%9 + 632234 4 4783269522 + T1x'? + 62° + 322 + 123
298 + 345247 + 45632695236 + T1la” — 344 — 89322 4 129z

Nein, der Nenner hat die Nullstelle in z = 0, aber der Zahler nicht.

2. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a)

Sei % eine rationale Funktion. Angenommen, ihre gekiirzte Form ist nicht

ein reelles Polynom, so hat ¢(z) eine reelle Nullstelle zg, so dass p(zg) # 0
ist.
Nein, betrachte —1

1+x2 -

Sei % eine rationale Funktion mit Definitionsbereich R\ {z1,...,z,}. Sei
¢(z) mit Grad d, dann ist n < d.

Ja, x1,...,x, sind alles Nullstellen von ¢(z). Aus dem Fundamentalsatz der Algebra

wissen wir, dass ¢(z) genau d Nullstellen (mit Vielfachheit gez&hlt) hat. Also n < d.

Bitte wenden!



3. Betrachte den Graphen

Ist dies der Graph von:

(a)

x2—6x+97
r—4r+4

Nein, “;2 :ffjf = Ei:giz Zahler und Nenner sind iiberall nichtnegativ, d.h. das Bild von

2
2?6249 ;o s ;
~—ir71 ist nirgends negativ.

3
T
T —4r +4
Ja.
x3—x—|—9?
w24z +3

Nein, der Nenner hat keine reellen Nullstellen.

¥ 4+ 63223 + 47832695242 4+ T1x'? + 62° + 322 + 123
298 + 345247 4 45632695236 + T1a7 — 34zt — 89322 + 129z

Nein, der Nenner hat die Nullstelle x = 0, aber der Z&hler nicht.



