D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

L6sung 6

1. Berechne den Grenzwert, wenn er existiert.
a) lim —2-nt9
nosoo niH6n2—n
Lésung:
Wir berechnen

n?—n+9 n=?_pygp—t Hm(n7t -0t 4 9n )
lim ————— = lim _ n—>.oo r
nooo nt+6n*—n  noco 146077 —n7? lim (1 +6n=2—n3)

n —oo

lim n72— lim n2+ lim 9n*

__ n—oo n—00 n—00
1+6lim n2— lim n=3
n—oo n—oo
~0-0+0 _0
S 146-0-0
Hier haben wir erstens den Bruch mit n~* erweitert. Zweitens haben wir die
im an
Rechenregel lim #= = == angewendet. Drittens haben wir die Rechen-

b lim b
n —oo “m oo T

regel lim (a, + b,) = lﬁn a, + lim b, angewendet. Schliesslich haben wir
n—00 n —00 n—00

lim n=* =0 fiir £ > 0 (Vorlesung) verwendet.
n—oo

: —3n"+7n%—21n2-10
b) lim =g s

n—oo
Lésung:

Wir gehen wie in Teilaufgabe a vor und berechnen

o =3n" 4+ Tt —21n% — 10 o =34+ 3=2ln""—10n"T"
lim = lim
n—00 6n7 — 2042nb n—00 6 — 2042n—2
B nlignoo(—?) + 73 —2In"° — 10n™7) 31
B lim (6 — 2042n-2) 6 2
n—o0
c) lim dn'in
n oo 23n3+n+1
Lésung:
Es gilt
dn* +n . An +n~2

11m ———— = 11In .
n—o023n3+n+1 nos023+n-1t4n3

Bitte wenden!



Es gilt lim (23 +n~' +n=3) = 23, aber lim (4n + n~?) existiert nicht. Also
n—o0 n—oo
existiert der Grenzwert nicht.

. (144)n5—3nS+(6—5i)n*43n?
d) nhar{olo (1—i)nb—(2i—1)nd>+4int—in
Lésung:
Wir berechnen wie in Teilaufgabe a

. (T4+9n5=3n°+ (16 —i)n* +3n* (144 —3n"'+ (16 —i)n "2 +3n"*
lim . . . . = lim —— . :
n—oo (1 —4)nb 4+ ind + 4in* — in nsoo (1 —4)+in~t+4in=2 —in=>
lim ((1414) —3n~' + (16 —4)n"2 + 3n™*)
_ n—oo
lim ((1 —4) +in~1 4+ 4in=2 —in=9)
n—oo
141

1
e 1 ‘2:— 2. p— ‘.
T Ui =52 =i

Bemerkung: Sei p(n) = ayn™ +ap_1n™ =1 +... ein Polynom vom Grad M. Sei
q(n) = byn®™ + by_n" ! + ... ein Polynom vom Grad N und g(n) # 0. Dann
findet man mit der Losungsmethode dieser Aufgabe

0 M <N
tim P a M=N .
n—00 q(n) N

nicht existent M > N

. Schreibe die ersten vier Folgenglieder der Folgen (ay,), (b,), (¢,) explizit hin. Man
kann zeigen, dass diese Folgen konvergieren. Bestimme ihre Grenzwerte.

a) ap =0, a1 =2+ ay
Lésung:
Die ersten vier Folgenglieder sind

Qo

a1

ag = \/2+V2

0

V2

v
w22

Wir wissen, dass a = lim,,_,, a,, existiert. Also erfiillt a

a= lim a,.1 = lim vV2+a, = ,/24 lim a, =vV2+a.
n—oo n—oo n—oo

Siehe nichstes Blatt!



Wir quadrieren diese Gleichung und erhalten die quadratische Gleichung
a®? = 2+a fiir a. Diese hat die Lésungen a = —1 und a = 2. Die erste Losung
kommt nicht in Frage, da a, > 0 fiir alle n, also auch a > 0. Deshalb ist
a=2.

b) Sei z > 0. by = 1, an:%(anr%)
Losung:
Die ersten vier Folgenglieder sind

by =1

1

22+ 62+ 1
by =

4(x+1)
ot + 2823 4 702% + 28z + 1
8(z+ 1)(a? +6x +1)

3 p—
Wir wissen, dass b = lim,,_,, b,, existiert. Also erfiillt b

1
b= lim by, — lim = (bn + f)

n—o00 n—oo 2 by,

1/ .
=5 (Jm Jim )

=5 () =5 0+ )

In der zweiten Zeile haben wir die Rechenregel lim,, ;oo (a,+b,,) = lim,, o ap+
lim,, . b, verwendet. In der dritten Zeile haben wir die Rechenregel lim,, g—: =
limy, oo an

==y fir die konstante Folge a, = x verwendet. Daraus erhalten wir
die quadratische Gleichung b?> = x. Da b, > 0 fiir alle n ist b > 0. Also ist

b= /T

c) Sei Fp =1, Fy =1und F,; = F, + F,_; die Fibonacci-Folge. ¢, = %
Lésung:
Man berechnet Fy, = 2, F3 =3, F, =5, F; =8, Fy = 13, F; = 21 und die
ersten vier Folgenglieder

21

8
C():]_ Ci = < ngg 03:1—3.

Bitte wenden!



Wir wissen, dass ¢ = lim,, _,o ¢, existiert. Also erfiillt ¢

FTL . F 7" F n— . Fn_
c= lim ¢, = lim il hmwzl—k lim —2—t
E Fon—1 c
=1+ lim =1 lim et =14 lim
n—00 Fo 1+ Fopo nooo et 41 n—o00 Cp_1 + 1
=14+ : hmn—)oo Cn—1 -1 c .
lim,, oo Gy + 1 c+1

Daraus erhalten wir die quadratische Gleichung ¢ — ¢ — 1 = 0 fiir ¢. Deren
Losungen sind ¢ = %5 Da F,, > 0 fiir alle n ist ¢,, > 0 fiir alle n. Also ist

¢ > 0 und nur die zweite Losung ist moglich: ¢ = %5 (goldener Schnitt).

3. Zeige

a) Die Folge a,, = (1 + %)n ist monoton wachsend.
Lésung: Da a, > 1 fiir alle n € N, konnen wir a,, > a,,_; umformulieren zu
—4n_ > 1. Wir rechnen fiir n > 2

an—-1 —
1+)" =) a+1l e+t (-1
(5" Gt
_ntl @Dt ol 0 1\
o (n2)n—1 on n?
1 1 1 n2—n4+1
>t (1—<n—1)'—2):n+ el
n n n n

wobei wir die Bernoulli-Ungleichung (1 + z)* > 1 4 nx fir x > —1 und
n € N angewandt haben. Wegen (n + 1)(n? —n + 1) = n® + 1 ergibt sich
somit 5
Qp, S n°+1 -
p_1 13

L,
wie gewiinscht.

b) Die Folge b, = (1 + %)nﬂ ist monoton fallend.

.. . . . by . .
Lésung: Wir verfahren wie in a und zeigen, dass ==t > 1 ist. Einsetzen und

bn

Siehe nichstes Blatt!



Umformen ergibt

_1 3" (L)n n n
n— n"--n n
n n

T =1+ 1) n+1

"oon - n2—1+1\" n
n2—1 n+1 n2 —1 n+1

A%

Ltn. 1 ) n :n2+n—1' n
n2—1) n+1 n?—1 n+1

nd+n?—n

:7L3—|—712—n—1>17

wobei wir wiederum die Bernoulli-Ungleichung verwendet haben. Daher ist
b,_1 > b,, also ist die Folge monoton fallend.

Es gilt lim a, = lim b,.

n—0o0 n—o0

Lésung. Beachte, dass b, = (1 + %) a,, also a, < b,, und insbesondere
a1 < a, < by fiir alle n. Die Folge a,, ist monoton steigend und beschrankt,
daher ist sie konvergent. Weiter ist 1 + % — 1. Daher ist auch

1
lim b, = lim (1—}——) - lim a, =1- lim a, = lim a,,

n—oo n—o0 n n—o0 n—oo n—oo

wie behauptet.

1 n
Bemerkung. Der Grenzwert e = lim (1 + —) = 2.7182818. .. heisst Fu-
n

n—oo
lersche Zahl.

(http://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche Zahl)

Bitte wenden!



4. Multiple Choice

1. Welche der Aussagen gilt?

v (a) lim n'/"=1

n —oo

Richtig. Dies ist aus der Vorlesung bekannt.

Vv, (b)) lim nYev =1

n —oo
Richtig. Dies folgt aus lim,, nl/" =1 und

1/2 1/2
lim nY®" = lim (nl/”) = ( lim nl/") =172 =1,

n—oo n—oo n— oo

V. (e)  lim (Y@ 4 p2/n) =2

n —oo
Richtig. Es gilt geméss den Rechenregeln fiir Grenzwerte

lim (nl/(2”) —|—n2/") = lim nY®" 4 lim n?" .

n—oo n—oo n— oo

Aus der vorherigen Teilaufgabe wissen wir lim, . n'/®*™ = 1 und weiter ist mit den
Rechenregeln fiir Grenzwerte

2 2
lim n?/" = lim (n””) = ( lim nl/") =12=1.

n—oo n —oo n—oo

v (d)  lim n~V/6GM (1 — n2/(3n)) —0

n —o00

Richtig. Es gilt fiir jedes reelle a
lim n%™ = lim (n”") = (lim nl/") =1"=1
n—oo n—oo n—oo

und folglich mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte

lim n~ /G (1 - n2/(3")>

n—oo
— lim n~YG" Jim (1 - n2/(3”>) —1.0=0.
n—oo n—oo

Siehe nichstes Blatt!



2. Sei ¢ eine komplexe Zahl mit |g| < 1. Welche der Aussagen gilt?

(a) lim n?¢" =0
n—oo

Richtig. Dies ist aus der Vorlesung bekannt.

(b) lim n°(¢" +¢"/?) =0

n—oo

Richtig. Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte ist

lim n®(qg" + q"/2) = lim n5q"/2(1 + q"/2) = lim (1+ q"/2) lim n®q¢"/?
n—oo n— oo n—oo

n—oo
1/2
=1+ lim q”/Q) lim n®¢"/? = (1 + ( lim q")1/2> ( lim nloq")
n —oo n—oo n—oo n—oo
=(1+0)0=0.

(c) lim, ool(q"+ ¢ 1+ +q+1)=0

Falsch. Aus der Vorlesung ist

n n—1 qn+1_1

bekannt und es folgt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte

1 gt —1 1
lim (¢"+¢" " +--4+¢+1)= lim = #0.

n—oo n— o0 q—l 1—q

3. Welche der Aussagen gilt fiir die Folge i" (i imaginire Einheit)?
(a) Sie ist beschrénkt.

Richtig. Es gilt |i"| = |i|* = 1 fiir jedes n.
(b) Sie konvergiert.

Falsch. Es gilt 4% = 1, i*k+1 =4 j%+2 = 1 *k*+3 — _j fiir jede ganze Zahl k. Die Folge

durchlduft also die Werte 1,4, —1, —i und konvergiert deshalb nicht.

Bitte wenden!



v

4. Welche der Aussagen gilt fiir die Folge (% + %i)n?

(a)

(b)

Sie ist beschrankt.

Richtig. Es gilt [(2 + 24)"| = |2 + £i|" =1 fiir jedes n.

Sie konvergiert.

Falsch. Das nte Glied der Folge ist in Polarform (% + %Z)n = einarctan(4/3)  Diese Zahl

auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene néhert sich fiir n — oo keiner komplexen

Zahl. Also konvergiert die Folge nicht.

5. Welche der Aussagen gilt fiir die Folge (2—?’5 + %i)n?

Sie ist beschréankt.
Richtig. Dies folgt aus der Konvergenz der Folge.
Sie konvergiert.

Richtig. Es gilt |(g + %z)ﬂ = |735 + %z|” = 5% Also strebt die Folge gegen 0.



