D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

1.

a)

b)

Losung 7

Fiir welche a € R konvergiert Y °°
Losung:

Zuerst priift man, ob die Glieder ain der Reihe gegen null konvergieren. Dies
ist genau dann der Fall, wenn \7.14 < 1ist, d.h. Ja] > 1. Also kann die Reihe

nur fiir |a| > 1 konvergieren. Die Nte Partialsumme der Reihe ist

n= Oa"'

S Loy (l) -
- —1

(Vorlesung) und diese konvergiert gegen = = -2 fiir N — oo. Also kon-
vergiert die Reihe fiir |a| > 1. ’
Konvergiert y > | 257
Losung:
Wir verwenden das Majorantenkriterium (Vorlesung), um die Konvergenz
zu zeigen. Es gilt 25t < 2% fiir alle n. Da die Reihe Y 7 22 =25> &

konvergiert (Vorlesung), konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch
die Reihe Y 07 2dl

n=1 n3

Fiir welche s > 0 und ¢ > 0 ist die Reihe
n=1 q"

konvergent?
nS
Lésung. Zunéchst verwenden wir das Quotientenkriterium. Mit a,, = — ist

qTL
N 1)5 /gt N\ ¢ 1\* 1 poeo 1
it (n+1/q"  (nt 1N q" (1T L noee 1
an ns/qn n gt n) q q

1
unabhéngig von s > 0. Wir haben — < 1 genau fiir ¢ > 1, also ist die Reihe
fiir alle ¢ > 1 und alle s > 0 konvergent.

Fir 0 < ¢ < 1 ist ¢" < 1 und damit a, > n°. Fir s > 0 ist aber n°
unbeschrénkt, also kann ) >°, n® nicht konvergieren und wegen a, > n®
kann die Reihe Y 7 @, erst recht nicht konvergieren.

Bitte wenden!



o0 s

n
Die Reihe Z — ist also genau fiir ¢ > 1 und s > 0 konvergent und sonst
qn

n=1

nicht.

2. Untersuche das Konvergenzverhalten folgender Reihen:

a)

b)

d)

o L n

Z (nﬁ — 1> .

n=1

Lésung. Wurzelkriterium. a,, = <n% — 1) , also

1
g =nn —1 22550 < 1,

also ist die Reihe konvergent.

ST V.

Lésung. Leibnizkriterium. Die Folge a,, = v/n + 1 — y/n ist streng monoton
fallend, denn

B B B Vntl+yn 1
an = Vi FT = Vi = (Va+T - Vi) Vniltyn Vnii+on

konvergiert wegen vn + 1+ 1/n < v/n+ 2+ +/n + 1 streng monoton gegen
Null.

Nach Leibniz ist also die Reihe Z(—l)”(\/n + 1 — /n) konvergent.

n=1

§2c—w“(i)i.

Lésung. Wegen

1\ »
ist die Folge a,, = (—1)" (—) keine Nullfolge, die Reihe konvergiert also
nicht.

o0

2*n!
Z—nﬁirein/\ER.

n>\
n=1

Siehe nichstes Blatt!



f)

Losung. Sei A < 0. Wegen

— = 22 nln=* > 2%n!
n
2n!
ist die Folge a,, = —— keine Nullfolge, also ist die Reihe divergent fiir A < 0.
Al
Sei A > 0. Mit a,, = — Ist
n

any1 2M(n+ D)/ (n+1)*
an 22 n! /nA
n)\—H + ?7,)\ n—00
- (n+1)*
also ist die Reihe divergent fiir A > 0.

= 27p)
>

n=1

Loy

ist

Lésung. Quotientenkriterium. Mit a, = —
n

1 2"+ 1)1/ (n+ 1)

an 2nn! /nn

—o(n 1) —

n
(n + 1)n+1

nnoo2
:2( n ) 7 Z <
n-+1 e

also ist die Reihe konvergent.

> ()

n=1

Losung. Wurzelkriterium. Setze b, = a,15 = ( nts )n Dann ist

2n+11
n n+5 n—00 1
o = nooe, 2
2n 4+ 11 2

also ist die Reihe Z b, konvergent nach dem Wurzelkriterium. Wegen

n=1
dan=artay+-+as+ > by
n=1 n=1
ist auch die Reihe Z a, konvergent.
n=1

Bitte wenden!



g)zm

Lésung. Majorantenkriterium. Wegen
1

Lt _2me

ns3

[NIES
3
o Do

(n+1)2
(nd +n3 — 1)%

ist 2¢ ( ) =2 Z eine konvergente Majorante. Die Reihe
=1 né

S
vnd +nd —1

ist also konvergent.

Siehe nichstes Blatt!



3. Multiple Choice

1. Sei (ay), eine monoton fallende Folge und a, > 0 fiir alle n. Welche der
Aussagen gilt?

v/ (a) (an)n ist beschrinkt.
Richtig. Es gilt 0 < a,, < a; fiir alle n.
v, (b) (a,), konvergiert.
Richtig. Jede beschrinkte monotone Folge konvergiert (Vorlesung).
(c) Seis, =>_, ag. Dann konvergiert (s,).

Falsch. Z. B. ist s, = n fiir die konstante Folge a,, = 1.

Vv, (d) Seit, =37 _(—1)*a). Dann ist ta,41 < tan, (t2n)n ist monoton fallend und
(ton+1)n ist monoton wachsend.

Richtig. Es gilt top 41 — ton = (—1)2”+1a2n+1 = —agp+1 < 0. Weiter gilt to, 120 — tap

V

aont2—aan+1 < 0, also ist (t2,,), monoton fallend und to, 13 —tant1 = —G2n4+3+a2n4+2 >

0, also ist (t25+1)n monoton wachsend.

v/ (e) Angenommen (a,), konvergiert gegen 0. Dann konvergieren (t,,), und (t2,41)n
gegen denselben Grenzwert. Also konvergiert auch (),

Richtig. Es gilt ta, > topy1 > t1. Also ist (t2,,)n beschrinkt und folglich konvergent. Auch
gilt ton41 < ton < to. Also ist (t25,41)n beschrinkt und folglich konvergent. Die Differenz
tont+1 — ton, = —agp41 konvergiert gegen 0, da angenommen wurde, dass (ay), gegen 0
konvergiert. Deshalb stimmen die Grenzwerte von (ta,,), und (t25,41), tiberein und (¢,),

konvergiert gegen diesen Wert.

Bitte wenden!



Vv

2. Welche der Aussagen gilt?

(a)

> % konvergiert.

Richtig. Dies gilt nach dem Leibnizkriterium, da (ﬁ) eine monoton fallende Folge ist,
die gegen null konvergiert. "

> v/ (n+1)3 — v/n? konvergiert.
Falsch. Wir betrachten die Kehrwerte der Glieder

1 V1P Ve (n+ 1)+ Vn?
V13 —vad  (n+1P -0 3n2+3n+1

n+13+vn® 1 n+1)3 n3
A ([ )

Nun ist (":741)3 durch eine Konstante C' und Z—i = n~! durch 1 beschrinkt, also folgt

3 3
Y e va

Es folgt v/(n+1)3 — vn3 > \/g+ T Also konvergieren die Glieder der Folge nicht gegen

null. Deshalb konvergiert die Reihe nicht.

3. Sei ng > 0 und C' > 0. Sei (a,), eine positive Folge, die a, 11 < Ca,, fiir alle
n > ng erfiillt. Welche der Aussagen gilt?

(a)
(b)

Die Reihe Y~ | a, konvergiert.

n=1

Die Reihe ZOO a, konvergiert, wenn C' <1 ist.

n=1

Falsch. Z. B. erfiillt die konstante Folge a,, = 1 die Ungleichung a,,+1 < Ca,, fiir jedes n
mit C' = 1. Aber ) ° | 1 divergiert.

Die Reihe >°°7  a, konvergiert, wenn C' < 1 ist.

n=1

Richtig. Die Annahme a,4+; < Ca, fiir alle n > ng impliziert a,, < C" "a,, fiir alle
n > ng und folglich ist die geometrische Reihe

o0
n—mno _ n—mno
g C Gy = Gny g C
n=ng n=ng

oo
n=n

eine Majorante fiir die Reihe )
ist. Die Reihe >_°° , @n konvergiert also nach dem Majorantenkriterium ebenfalls. Da die

n=n

, @n. Die geometrische Reihe konvergiert, da C' <1

. o0 . . . oo .o . .
Reihe } " | a,, genau dann konvergiert, wenn die Reihe > 7 a,, fiir ein ng konvergiert,
o0

n—1 On konvergiert.

haben wir gezeigt, dass >



