D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2015
Theo Biihler

Losung 8

1. Definiere

a)

b)

e + g% ] e® — e—z’z
COSZ = ————— sing = ——
2 2

. . -1 k 2k
Verifiziere cos z = ) o, (=)=

2R

Lésung:
Wir setzen e = 7~

; _ [e.e] [e.e] o0

6zz iz ZZ —ZZ>l (’LZ)l k Qk
COS 2 = E = E E
2 ) !
= 1=0, [ gerade =0

In der zweiten Gleichung haben wir verwendet, dass wenn zwei Reihen
Y reoar und Y o2 by konvergieren, auch ihre Summe konvergiert und

Zak+zbk—zak+bk)
k=0

gilt.

Verifiziere sinz = Y12, W—>

Losung:

Wir setzen e* Zk . k

. iz 71'2 s ’LZ — —ZZ)I 0 (ZZ)l oo} (_1)k22k+1

sin z = _ (i) (o
=2 5 T2ily PR )
=0 [=0, [ ungerade k=0

In der zweiten Gleichung haben wir verwendet, dass wenn zwei Reihen
Y peo @r und Y 72 o by konvergieren, auch ihre Differenz konvergiert und

Zak—Zbk—Z ak—bk)

gilt.

Bitte wenden!



c) Berechne cos zsin z aus a und b.
Losung: Wir verwenden die Cauchy-Produktformel

. B o (_1>kZ2k 0 (_1)l22l+1
COSzZSsIn 2 = (kz_o W) <; W)
n )n 2n+1 i n 1

2n T1-2k) ;(—1)"22"“ kzzo (2k)1(2n + 1 — 2k)!

XX

ZVir 1berech]aen mit der Pascal’schen Identitiit (2221) = @Z) + (21&1) fiir
>

=0

n

;(2/{)(2n11—2k 2n+ 'Z(%H)
(B E60) s ()

_ (1+1)2n B 22n
S @2n+ 1) @2+

Es folgt

o (_1)n22n22n+1

cos zsinz = E
!
o (2n+1)!

d) Berechne Smé—w aus b.
Lésung:
Wir setzen das Resultat aus b ein
Sln(22> B i (_1)k<22)2k+1 B o (_1)k22k’z2k+l

2 — 2(2k+1)) & (2k+1)!

Aus ¢ und d schliessen wir % = cos zsin z, was im Fall von z € R als
Doppelwinkelformel (Vorlesung und Serie 2, Aufgabe 3a) bekannt ist.

2. Vereinfache soweit wie moglich

a) (1—=z Z 2",
n=0
Lésung:
Wir schreiben -
(1—-2)= Z anz"
n=0

Siehe nichstes Blatt!



b)

wobei ag = 1, a; = —1 und a,, = 0 fiir n > 2. Mit Hilfe der Cauchy Produkt

Formel
oo oo [oe)
E Z" E anz" = E 2"
n=>0 n=0 n=0

wobel ¢, = ZZ:O 1-a,_. Es folgt dass ¢ = 1 und ¢, = 0 fiir n > 1. Also
2"(1—2)=1.
n=0

Oder

o0 oo o0
(1—2) E E z"—E 2" =
n=0 n=0 n=0

(=) (&)

Lésung:
Mit Hilfe der Cauchy Produkt Formel
z" 2" = Z "

n=0 n=0 n=0

wobei ¢, = > 7 _,1-1=n+1. Also
[e.e] 2 o0
() -3 ne
n=0 n=0

(1—2—2% (ZFZ)

Lésung:

Wir schreiben -
(1—2z—-2%= Zanzn

n

wobei ag =1, a; = —1, as = —1 und a,, = 0 fiir n > 3. Mit Hilfe der Cauchy

Produkt Formel
IR IR I

n=0
. n
wobel ¢, = >/, aan,k. er haben co = 1 und

cpn=aoly taily, 1 +ak, o=F,—F, 1 —F, 2=0

fir n > 0. Also

(1 —2—22) ZFnz” =1.
n=0

Bitte wenden!



3. a) Bestimme die Partialbruchzerlegung von

1

1—2—22

Lésung:
Betrachte 1—2—22 = — (22 + 2 — 1) = — (2 — q1) (2 — ¢2), wobei ¢; =
und g = %5 die Nullstelle von z? + z — 1 sind.

1 1 A B

S

14+
2

= = +
l—z2-22 (@—-2)(-@) a-2 z2-¢
Es folgt dass A(z — ¢2) + B(g: — 2z) = 1 ist. Also

A—B:O, —AQQ+Bq1=1

Also
—Ag+ Bg =1
—AQQ —+ Aq1 =1
A=+ q) =1
1 1 1

A= = —
_ —1+v5 —1-v5
Q2+ q1 JQF - =5 V5

EsfolgtB:A:%

1
1—2—22

ot

b) Sei ¢ := %5 der goldener Schnitt. Sei 1), := —2~. Entwickle

1-v5
PR

L= 2y oz — 1

S

in Potenzreihe.
Lésung:

o0

e 1
T

n—

(wl)”“ 2"
0

Siehe nichstes Blatt!



und

c) Schliee

Lésung:
Es gilt ¥4 = —1. Dann

1 1 1 - 1
% —_1;\/5—z+z——_1;‘/5 __5

1 1
)
G 1w 1 )
1/11—Z—¢2 oz + 1

I
|H
ot
/‘\/‘\/‘\

A )
\/5 1 -2 1 — oz

_ LE) ((¢1)n+l o (¢2)n+1 Zn) )
n=0

Also

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir

()" = ()"

F, =
V5

4. Multiple Choice

Bitte wenden!



1. Welche der Reihen konvergiert?

()

2o

Falsch. Es gilt —*5 > =L = n%rl Da die Reihe > 7, n%rl divergiert (harmonische

Reihe), divergiert die gegebene Reihe ebenfalls. (Man sagt, dass Y, n%rl eine divergente
Minorante der Reihe ist.)

n=1

S ()@n+1)an, s,z eC, o] <1

Richtig. Es gilt
s(s—1)...(s—n)(2n+3)z" !
(n+1)!

s(s—1)...(s—n+1)(2n+1)z™
n!

— s|(2
~ lim In — s[(2n + 3)|z| el <1
n—oo (n+41)(2n+1)

lim
n— 00

und folglich konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

2

Zzozl (1 - %)n

Richtig. Es gilt

1 n2 1/n 1 n
lim <<1 — > ) = lim <1 — ) .
n —oo n n —o0 n

In Serie 6, Aufgabe 2, wurde gezeigt, dass die Folge (1 + %)n monoton wachsend ist und
konvergiert. Fiir n = 1 ist das Folgenglied 2, also ist der Grenzwert e > 2. Nun gilt

) 1\" 1 1 1
nlgnoo 1_5 - li "\ 1 . L\ e
A () g (1 k) i (14 75)

Da % < 1 konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium.

00 1 1
Zn:() Qp,y, G2k = 32k A2k4+1 = 32k—1) keN

Richtig. Wir bemerken (agy,)'/?* = % und

12k +1) 9 Ve jek+1) _ 1
lim a = lim 0 == lim 9YrHD —
e Goptq ko (32k+1> s 00
Also ist lim a}/ "= % < 1 und das Wurzelkriterium besagt, dass die Reihe konvergiert.
n—oo
Wir bemerken noch, dass %2+ = 3 und 2222 — 1 oijlt. Der Grenzwert lim |%2+!
sk A2k 41 3 n—oo | @n

existiert also nicht und folglich ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.

> o Fna™, F, die Fibonacci-Folge gegeben durch Fyy = F} = 1 und F,, 5 =
F.1 + F,, |z| klein genug

Siehe nichstes Blatt!



v

Richtig. In Serie 5, Aufgabe 2c, wurde

. Fonta 1+5
im —— =c¢=
n—o0 2n 2
gezeigt. Wegen
Fopnva  Fopgr+ Fon 1 Fap
= =1+
Fopta Font1 Font1
gilt lim FPonvs 141 ¢ Es folgt lim Fopilol™ c|x|. Also konvergiert die Reihe
n Soo Fan+1 ¢ ' n—00 |z ’

nach dem Quotientenkriterium fiir |z| < % = @

> L an, Gy = firn=k keN, und a, = % sonst.

Richtig. Wir betrachten die Differenz der Nten Partialsummen

N VN VN

N _1)m 1 711@2 1
N LY 1

n=1 n=1 k=1,k ungerade

Hier ist L\/JVJ ist die grosste ganze Zahl, die < v/N ist. Fiir N — oo konvergiert die
="
n

Partialsumme 22;1 nach dem Leibnizkriterium. Die rechte Seite konvergiert eben-
falls, da sie durch die konvergente Reihe 277, 1712 majorisiert ist. Es folgt, dass die

Partialsumme 25:1 ay, fiir N — oo konvergiert.

2. Fiir welche z € C konvergiert die Reihe > >° 2™ ?

(a)

()

Fir |z] < 1.

Richtig. Es gilt nach einer Folgerung aus dem Majorantenkriterium, dass die Reihe
e arz” fiir [2| < 1 konvergiert, wenn |ag| < 1 fiir alle k gilt. Diese Voraussetzung ist

hier erfiillt, da a; = 1 fiir K = n! und a; = 0 sonst.

Fir |z] > 1.
Falsch. Fiir |2| > 1 konvergieren die Glieder 2™ nicht gegen null, da [z™| = 1 fiir |2| = 1
und lim [2™] = oo fiir |2| > 1. Also konvergiert die Reihe nicht.
n —oo
Fiir alle z.



