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Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 10

Losung 10-1. (a) Fir ¢ > 1 sei X; das Einfiillgewicht des i-ten Kartoffelsacks. Die X, i > 1,
sind 7.i.d mit X; ~ 4(9.75,10.75). Sei S, = Y ; X;. Dann gilt:

E[X;] =10.25,  also E[Si] = 146E[X1] = 146 - 10.25 = 1496.5,
1

Vi Xz = 15
ar(X;) 15

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

146 _
also Var(S146) = = 12.16 und o(S146) ~ 3.46.

7 = e = ElSue] approx.

0,1).
Var(S146)

Also ist

P[Sl46 > 1500] =P

S146 — E[S146] - 1500 — 1496.5
Var(5’146) 3.49

~ P[Z>101]=1-P[Z<1.01] =1—-®(1.01) ~ 0.156.

(b) Die Gleichung P[S,, > 1500] = 0.01 ist nach n aufzulésen, d.h.

o (1500— 10.25n> ;

V/n/12

Sp — E[Sy] - 1500 — E[S,]
U(Sn) a(Sn)

0.01 = P[S, > 1500] = P

also mochte man approximativ

1500 — 10.25
TN L 5-1(0.99) & 2.326.
Vn/12

Mit « = y/n erhalten wir somit die quadratische Gleichung

2.326
V12

mit Losungen z1 ~ —12.13 und x5 = 12.06 (wegen x = +/n ist nur die positive Losung
relevant). Man kann also héchstens n = 145 Sécke laden.

Bemerkung: Obwohl man im Vergleich zu a) nur einen Sack weniger 1adt, reduziert sich die
Wahrscheinlichkeit das zulassige Ladegewicht von 1500 kg zu iiberschreiten von 15.6% auf
unter 1%. Dies ist plausibel, denn wahrend der Erwartungswert E[S146] = 1496.5 nur etwa
eine Standardabweichung o(S146) ~ 3.46 unter dem zuléssigen Ladegewicht liegt, ist das
erwartete Ladegewicht von 145 Sécken E[Si45] = 1486.25 fast vier Standardabweichungen
0(S145) =~ 3.46 unterhalb von 1500.

1500 — 10.2522% — x=0

Losung 10-2.  (a) Betrachte X, Xs,... iid mit X; ~ Pois(1). Insbesondere gilt p = E[X;] =
1 = Var[X;] = 02. Aussderdem ist S,, = X; +- -+ X,, wieder Poisson verteilt mit Parameter
n. Wegen des zentralen Grenzwertsatzes folgt

. n TLk n 7nnk n
k=0 k=0 k=0

Sp—np _ n—nu Sn —np n—00 1
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Siehe nichste Seite!
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(b) Nach dem starken Gesetz der grossen Zahl gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

LT
Jim_~ ;Yk = E[vy].

In unserem Fall, Y = v/ X;. D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

N
Jim, 7 2 V= BV
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L6sung 10-3. (a) Fiir ganzzahlige Werte von v kann X, geschrieben werden als X, = > Z?
mit Z; %4 N(0, 1).

Daraus folgt einerseits

Andererseits ist
EX})=E[(Z}+Z3+ -+ Z** =vE[Z}] +v(v — 1)E[Z2].
Mit E[Z2] =1 und

E[Z}] = L ale ™2 dy = . [—x3e_”2/2ro + N 22e™" 2 dy = 3
! V2T J oo V2T —oco0 V2T J_so

erhalten wir schliesslich E[X2] = 3v + v(v — 1) = v? + 2v, und daraus

Var(X,) = (v* + 2v) —v* = 2u.

(b) Chebyshev-Ungleichung (Proposition 5.2): P[|X, —v| > ¢] < Var(X,)/c? = %

c2
X,/ Xy_
Pll=2-1l<o07| = P Y3 oo p|ix, -y >
v v 4 4
2v 32 19
1— -—1-= =" ~0. i =12
92716 o < 7 0.7037 fiir v )

Siehe nachstes Blatt!



‘Wahrscheinlichkeit und Statistik

@ Y 8 2 EY]=1 Val¥j=2 i=1,...,v.
Der zentrale Grenzwertsatz fir X, = 25:1 Y; lautet:

X, —-vEY;]] X,-v

= - Lo ~ N0
o e FE R BN

Q

i) (i\@) -0 <i\/6> = 0.9338.

Losung Challenge Serie 10. Wir fiihren zunéchst ein wenig Notation ein:

DA, PB bezeichne die Wkeit, dass Peter/Paula einen Fehler endecken.
n bezeichne die (unbekannte) Anzahl Fehler im Text.
nA,NB bezeichne die Anzahl Fehler, die von Peter/Paula tatsichlich gefunden wurden.
NAB bezeichne die Anzahl Fehler, die von beiden gefunden wurden.

Wir présentieren zwei Losungswege.

(a) Die erwartete Anzahl Fehler, die Peter/Paula findet ist dann np4 bzw. npp also ist pa = %4
bzw. pg = 2E ein Schatzer fiir die Wahrscheinlichkeit p4 bzw. pp. Die erwartete Anzahl
Fehler, die von beiden gefunden wurden, ist dann npapp. Also erhalten wir mit den Schétzern

pa und pg die Formel
nanp nanp

nap =nN—— =
n n n
und damit einen Schéatzer fir n:
~ nanpg
n= .
NAB

Nach Annahme haben Peter und Paula zusammen n 4 +npg—np Fehler gefunden. Insgesamt
erhalten wir den Schéatzer fir die nicht gefundenen Fehler
(na —naB)(np —naB)

n—(na+ng—nap)= an .

Setzen wir die Daten aus der Aufgabe in die obigen Formeln ein, so erhalten wir

20-15
10 =30

Fehler insgesamt und 5 die nicht gefunden wurden.

n=

(b) Alternativ kann mit der ML-Methode argumentieren. Dazu nehmen wir an, dass Peter
und Paula den Text nacheinander lesen. Peter hat n 4 Fehler gefunden und n — n4 Fehler
iibersehen. Paula findet np Fehler. Jeder dieser Fehler kann nun zu den Fehlern gehoren,
die Peter schon gefunden hat (also zu den n 4) oder zu denen, die er nicht gefunden hat (also
zu den n — n ). Die Wahrscheinlichkeit, dass unter den np Fehlern, genau n4 in nap sind
und n —n4 in np — nap ist durch dir Hypergeometrische Verteilung gegeben

(nA ) ( n—ma )
NAB NB—NAB

()

g(n;na,np,nap) = firn>na +np —nap.

Siehe nachste Seite!
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Fiir gegebene Werte n4, np und nap konnen wir die obige Wahrscheinlichkeit in n max-

imieren. Bildet man den Quotienten %, so erhahlt man zwei Maxima, bei 7 = 29 und

n = 30. Einsetzen liefert dann, dass 4 oder 5 Fehler nicht gefunden wurden.

Weitere Informationen finden Sie unter
www.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/hs2015/other/statistik_INFK und
www.math.ethz.ch/assistant_groups/gr3/praesenz.
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