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Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 11

Loésung 11-1. (a) Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch

n

L(xla"'axn;)\) = HPA[X’L = ml] = e—’ﬂ)\H
=1 =1
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und fiir die log-Likelihood-Funktion erhalten wir somit

log L(x1,...,Zn;A) = —nA + Z (z;log(N) — log(z;!)) .

=1

Um {iber A zu maximieren setzen wir die entsprechende Ableitung Null:

0 "o
—log L(x1,...,Zn; \) :_n_i_Z:z_iﬁt

=0
oA A ’
es folgt
= - Tj = Tn,
s
also ist der ML-Schétzer fiir A
T = X,.
(b) Mit n = 3000 erhalten wir den Schétzwert
. 1 10’569
A=—-(101-04317-14+535-24+---+1-114+1-12) = = 3.523.
3000( + * ot + ) 3000

Losung 11-2. )\ =n/N = 3.87 ist die durchschnittliche Anzahl der Teilchen, die pro Zeitintervall
registriert wurde. Fir dieses A vervollstdndigt sich die Tabelle wie folgt:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 819 |>10
Ny, 57 | 203 | 383 | 525 | 532 | 408 | 273 | 139 | 45 | 27 | 16
N -pi || 54 | 210 | 407 | 525 | 508 | 394 | 264 | 141 | 68 | 29 | 17

Die “theoretischen Werte” scheinen recht gut zu den beobachteten Werten zu passen. Zwar sind
insbesondere fiir k = 2,4,8 Abweichungen vorhanden, aber nicht extrem.

Losung 11-3. Seien Xi,..., X, Hh- UNIF(a, b)-verteilt und X = (Xq,...,X,).

(a) Mit 6 = (a,b) ist die Likelihood-Funktion gleich

L(xy,... 20 0) = ﬁ]‘[qaﬂ(xi). (1)
i=1

Nun muss L(z1,...,z,;0) fir feste (z1,...,x,) bezliglich a und b maximiert werden. Seien
Ty 1= Minj<i<p ¢; und z* := maxj<;<, ¢;. Falls 2, oder z* ausserhalb [a,b] liegen, dann
verschwindet die rechte Seite von . Also muss die Maximumstelle Oy, = (dm, bur)

Siehe nichste Seite!
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die Bedingungen l;ML > x* > x, > amp erfilllen. Fir aur = z. = mini<j<, 2; und
bML =g = maxj<i;<n i ist
L(z1,...,2,;0) < L(x1,...,2Tn;00M1)
f’ur alle = (a,b). Somit sind die Maximum-Likelihood Schétzer fir @ und b gegeben durch

T, = min X; und 7T, = max X;.
1<i< 1<i<n

Fir die Schatzwerte erhalten wir

ayr = 9.2 und by, = 18.85.

(b) Es gilt:
a+b b—a)?
E[X;] = 5 und Var(X;) = ( 12 ) .
Die Schétzwerte mittels Momentenmethode erfiillen also
_a+b | (-a)2
T = 5 und §= T

Es gilt £ = 12.94 und 52 = 8.5864, also:

Gy = 7.86  und by = 18.02.

Losung Challenge Serie 11. Wir leiten eine Gleichung fiir die Anzahl Schokostiickchen N her
in Abhéngigkeit von der Anzahl Cookies (100) und der Wahrscheinlichkeit p, dass jeder Cookie
mindestens 1 Schokostékchen enthélt.

Die Zahl 1 —p ist dann die Wahscheinlichkeit, dass mindestens ein Cookie kein Schokostiickchen
enthalt. Wir bezeichnen mit

Ay := {Cookie Nr. k hat keine Schokostiickchen} & =1,...,100.

Exakte Losung: Dann gilt nach der Inklusion-Exklusionsformel Serie 2 Aufgabe 3 die Identitét

100 100 k
1—p=P [ JAx| =) (1) > P () A4
k=1 k=1 1<j1 <+ <jp <100 =1

Der k-te Summand in dieser Formel ist die Summe von Wahrscheinlichkeiten von der Form
k

m Ajz

(=1

Davon gibt es genau 100) Summanden. Wegen der Gleichverteilung (oder Symmetrie) sind die
Wahrscheinlichkeiten (2)) konstant in (j1,...,jx) und

k N
¢
ﬂAﬂ<_O>.
£=1 k

B () (-)

P = PA; NN A, (2)

P

Damit erhalten wir

Siehe nachstes Blatt!
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Setzen wir nun p = 0.9, dann erhalten wir mit Hilfe eines Computers N ~ 683.

Approximative Losung (Union bound): Wir verwenden die allgemein giiltige Formel

100 100
k=1 k=1

Da P[A;] = (1 — Wlo)N, erhalten wir
1\"V 1\V
1—-p<100(1—-— d >1—-10011—- — .
P= ( 100> ece - P= ( 100)

Setzen wir p = 0.9 ein, so erhalten wir

N -3
0.9>1—100 (1 — 1> aso N < 108007 oo

100 ~ Tog(0.99)

Verglichen mit der exakten Losung 683 ist die approximative Losung 688 recht gut.

Weitere Informationen finden Sie unter
www.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/hs2015/other/statistik_INFK und
www.math.ethz.ch/assistant_groups/gr3/praesenz.
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