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Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 8

Losung 8-1.  (a) Setze f(a,b) :=F {(Y —aX — b)2]. Ausmultipliziert erhalten wir

f(a,b) = EY?] + a®E[X? + b* — 2aE[XY] — 2bE[Y] + 2abE[X].
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D-INFK

Um das minimum (@, b) zu finden, miissen wir den Gradienten V f von f gleich Null setzen

und auflosen. Konkret bedeuted das:

o 0 , .~ 0 . .~
Vf(a,b) =0 < %f(a, )—Ound% (a,b) = 0.

Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch
0

da ob

Kombinieren wir mit der rechten Bedingung in so miissen wir das System 16sen
aE[X?) +bE[X] = E[XY],
QE[X]+b = E[Y].

Elementare Umformungen ergeben, dass

.. Cov(X,Y) ~ Cov(X,Y)
=—— d b=FY|- ———F[X].
“ Var[X] e Y] Var[X] X
Der Prognosefehler ist gebeben durch
o~ Cov(X,Y)?
= Y _—_—
f(a7 ) Va'r[ ] Va]f'[X]

Fiir die gemeinsame Dichte fx y von X und Y muss gelten:

e} o5} 1 y2
1 ; / / C1{07§y§1,ogwgy2}dmdy = / / Cd.de’y = c=3.
—o0 J—oo 0 Jo

Zur Vorbereitung rechnen wir zunachst einige Momente aus. Allgemein gilt

By = [ h / " gy oy (o, y)dady,

wobei in unserem Fall fx y (z,y) = 31{0,<y<1,0<2<y>} und somit

Loy 3 Loy 3
E[Y]:/ / 3y dox dy = — E[Y2]:/ / 3y* da dy = =
0o Jo 4 o Jo 5
1 y2 1 y2 1
E[X]Z/ / 3z dr dy = E[XQ}Z/ / 322 do dy = —
o Jo o Jo 7

1 y?
E[XY]:/ / 3zy dx dy =
0o Jo

Sle

A~

(1)

(@,b) = 2aE[X?] — 2E[XY] + 2bE[X] und 9 (@,b) = 2b — 2E[Y] 4+ 2aE[X]. (2)

Siehe nichste Seite!
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Daraus folgt

3 37
_ 21 2_ 9 _ 27 _ 2 _ of
Var[Y] = E[Y?] — E[Y] 20 Var[X] = E[X*] — E[X] 00
Cov[X, Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = %
Nach (a) gelten die Formeln:
. Cov(X,Y) 35 ~ . 45
Der erwartete quadratische Prognosefehler
S XY 1
E[(Y —Y)?] = Var[Y] — CovlX, Y _ 19 0.0256757.

Var[X] 740

Losung 8-2. Sei X Pareto-verteilt mit den Parametern x¢ und o > 0.

(a) Nach Definition des Erwartungswertes fiir stetige Verteilungen gilt E[X] = ffooo zfx(z)dz.
Die Dichte fx erhdlt man durch Ableiten der Verteilungsfunktion von X:
a—1

axgxr”

el = Feo) = { &

fir x > xg,a > 0,
sonst.

(Bemerkung: « > 0 muss gelten, weil sonst fx () keine Dichte ist.) Um E[X] zu berechnen
unterscheiden wir zwei Félle. Fiir a # 1 gilt

EX] = /C><> zfx(z)dr = /00 razgr~* tdx

—0o0 o
oo o

= ozxg‘/ x~ %z = azxgy [ J;_QH}
T Zo

4]

—a+1

) wogEg <oo fallsa>1,
RS falls o < 1.

Im Grenzfall o = 1 gilt E[X] =0 [~

Ly = 0o,
xo T

(b) Da N ~ P(A) gilt E[N] = A. Fir die Nettopramie Py, gilt dann P,.; = E[X]|E[N] =
ToZgA =2 106-2-3 =12-10°, also 12 Millionen CHF.

(c) Falls a < 1, so ist F[X] = +oco (siehe a)). Eine Riickversicherung wiirde deshalb fiir keine
noch so grosse Pramie Grossschdden versichern, die mit o < 1 modelliert werden (miissen).

(d) Es gilt allgemein: Um Zufallsvariablen mit einer gewiinschten Verteilungsfunktion F' gener-
ieren zu kénnen, muss F invertiert werden. Die Inverse F~!, ausgewertet in den vorgegebe-
nen Werten der uniformen Zufallsvariablen, ergibt die gewiinschten Realisierungen. Hier
wollen wir Realisierungen einer Pareto-verteilten Zufallsvariablen. Also muss als erstes F'x
(X ~ Pareto(xg, «)) invertiert werden (nur fir x > xg !)

a /e
To\“ i) 20
x (@) @ v (1—y> (1—y)t/e

Siehe nachstes Blatt!
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Daraus folgt
T

—1 _
Einsetzen der Daten liefert
2106
2106
u = 0.733 = z=Fy'(u) = = 3.88-10°.

(1—0.733)1/2

Losung 8-3.  (a) Mit Chebyshev-Ungleichung;:
o2
PIIX = 50| > 10] < 705 = 025
Dabher ist P[|X — 50| < 10] > 1 — 0.25 = 0.75.
(b) Mit Normalverteilung:

P[|X — 50| < 10] =
= P[40 < X < 60] = P[X < 60] — P[X < 40] =
X —-50 60-50 X-50 X -—-40
=Pl <Pl <—F—I=
=P(2) —0(-2)=P(2) — (1 —®(2) =20(2) — 1 =
=2-0.977—-1=0.954

Die Chebyshev-Ungleichung liefert also eine korrekte Abschitzung der Wahrscheinlichkeit
(0.95 ist grosser als 0.75), allerdings ist sie nicht sehr genau (0.75 liegt nicht sehr nahe an 0.95).
Dies war allerdings zu erwarten, weil die Chebyshev-Ungleichung fiir jede Zufallsvariable mit
endlichem Erwartungswert gilt.

Losung Challenge Serie 8. Es ist klar, dass wir zuerst ein Modell fiir dieses Problem for-
mulieren miissen. Dazu seien Xi,...,X,,... L.i.d. uniform auf [0,1] verteilte Zufallsvariablen.
Die Anzahl Zahlen bis deren Summe grésser als 1 ist, ist dann

T:inf{n>0; ZXk>1}.
k=1

Das heisst, gesucht ist die Grosse E[7]. Wegen Fromel 3) aus Satz 2.2. im Skript, gilt

E[r]=> Plr=>1. (3)

(=1

Per Konstruktion von 7 gilt aber auch fiir £ > 1, dass

4
ZXk S 1] = Qy.
k=1

Wir miissen nur noch einen Ausdruck fiir a, finden. Technisch gesehen kénnte man probieren
die Dichtefunktion der Zufallsvariable Zi,:l X}, zu berechen (mittels Faltung, siehe Skript Kapitel

Plr>¢=P

Siehe nachste Seite!
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4.5.). Die resultierende Verteilung heisst Irwin-Hall Verteilung und sieht ein bisschen zu kompliziert
aus (man kann sie im Internet finden). Wir versuchen jedoch einen einfacheren Weg. Man kann
kleine Werte fiir £ in ay einsetzten und versuchen eine Formel zu raten, die man dann mittels
Induktion beweist. Dazu erweist es sich als geschickter, wenn wir

ag(t) == P

¢
> X < t] fiir ¢ € [0, 1]
k=1
betrachten. Fiir £ = 1 gilt klar, dass a1 (t) = P[X; < t] = t. Fiir £ = 2 erhalten wir

1 1 t 12
as(t) = / / Tipqy<tydzdy = / (t—y)dy = 5
o Jo 0

t3

Eine analoge Rechnung ergibt a3(t) = 5. Wir behaupten damit, dass ae(t) = %.

Beweis: Mittels Induktion: Dazu nehmen wir an, dass a,(t) = % korrekt ist und beweisen die
Formel fiir £ + 1:

a[+1(t) =P

l t t€+1
<t-— = - = .
ZXk_t Xg+1 A ayp (t x) dx (£+1)'

k=1

|
Zusammenfassend ergibt sich a; = a¢(1) = % und damit erhalten wir mit (3), dass E[r] = e.

Bemerkung. Eine natiirliche Frage, die sofort auftaucht ist: Was ist E[S;] ? Die Antwort dieser
Frage benotigt ein sogenanntes Martingalargument. Dies ist jedoch nicht Gegenstand der Vor-
lesung. Die Antwort lautet e/2.

Weitere Informationen finden Sie unter
www.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/hs2015/other/statistik_INFK und
www.math.ethz.ch/assistant_groups/gr3/praesenz.
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