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Prof. Dr. P. Embrechts

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Losungen Serie 9
Losung 9-1.  (a) Wir berechnen zuerst die Dichtefunktion von X(,). Dazu berechnen wir die
Verteilungsfunktion F{,) und leiten danach nach ¢ ab:

Fi)(t) = P[X(,) <t]=P[X; <t,.... X, < t] = ﬁ P[X, <t]=(F())".

Demzufolge erhalten wir

d

— Fln(t) = nF" 71 (2) f(2).
Analog gehen wir beim Minimum vor:

1—F(1)(t) = 1—P[X(1) >t} :1—P[X1 >t..., X, >t] = 1—(1—F(t))n.
Demzufolge erhalten wir

Fiy(t) = S Fy(8) = (1~ F(&)) £(0).

(b) Einsetzen ergibt:
X(n) —Qn
P|—2—— <t| =P[Xu) < an+ byt

= (F(an + bnt))n

n

_ (1 _ ef)\(anernt))

Das bedeuted, dass

. X(n) — an . 1 ¢ " et
lim P|——<t¢t| = lim [(1— —e =e .
n—o0 bn n—o0 n

Losung 9-2. Wir bezeichnen mit X;, ¢ = 1,...,1000, Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, und
definieren X; = 1, falls die i-te befragte Person mit “Nein” antwortet und X; = 0, falls sie mit
“Ja” antwortet, d.h. X; i.i.d. ~ Be(r), mit r = P[X; = 1].

(a) Gesucht ist P[X; = 1]. Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichket gilt, dass
P[X; =1] = P|X; = 1|K|P|K] + P[X; = 1|Z]P[Z] = 1 - 3p.

(b) Gesucht ist E[S1000]. Die Linearitdt des Erwartungswertes liefert

E[S1000] =

1000 ] 1000

Z X;| = Z E[X,] = 1000(1 — %p).

Siehe nichste Seite!
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(¢) Gesucht ist P[S1g00 > 909]. Mit den vorgegeben Werten fiir p und ¢ lasst sich dies um-
schreiben als P[S1g00 > (1+6)-1000(1 — $p)], da (1+6)-1000(1 — 1p) = 909. Mit dem Satz
iiber Chernoff-Schranken (Satz 5.6 im Skript) haben wir

P[S1000 =2 909] = P[S1000 = (14 )E[S1000]]

o0 E[S1000]
< <(1+(5)1+‘5> ~ 0.956.

Losung 9-3.  (a) Zuerst bemerken wir, dass U Werte in (0,1) hat und V in (0,00). Wir
behandeln zuerst U. Dazu fixieren wir v € (0,1). Um ganz klar zu machen, welche Regeln
und Formeln wir verwenden, definieren wir die (messbare) Funktion

Dann gilt nach Definition P[U < u] = E[h(X,Y)]. Die gemeinsame Dichtefunktion f(x y
ist das Produkt zweier Exp(A)-Dichten, d.h.

)\267/\(z+y

fixy) = )1{x>0,y>0}~

Damit kénnen wir die Wahrscheinlichkeit wie folgt ausrechnen:

PlU <u] = E[h(X,Y)] = X“/ / h(z,y)e =) dy da
0 0

)\2/ e N (/ ]l{ﬁgu}e*)‘y dy) dx
0 0 ‘
o0 oo
= )\2/ €_>\w (/ ]l{w(u—1_1)§y}e_)‘y dy) dx
0 0
= )\/ e / Ae My | dz
0 z(u—t-1)

_ )\/OO e—)xme—kac(u’l—l) dx
0

Das bedeuted U ist uniform auf (0,1) verteilt und somit ist fur(u) = Ljo<u<1y-

Kommen wir nun zu fy. Dieses Beispiel wurde schon im Skript gerechnet mit Hilfe der
Faltung (siehe S.102 im Skript). Dennoch mochten wir illustrieren, dass wir die Dichte mit
einer analogen Argumentation wie mit fy berechnen kénnen. Dazu fixieren wir v € (0, 00)
und definieren die (messbare) Funktion

9(w,y) = Tiaypy<o}

Dann gilt nach Definition P[V < v] = E[g(X,Y)]. Analog zur obigen Rechnung erhalten

Siehe nachstes Blatt!
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wir:

PIV <] = E[g(X.Y)] = 2 / / gz, y)e @) dy da
0 0

= )\2/ e N (/ ]l{gHySv}e_’\y dy) dz
0 0
= /\2/0 e*M"]l{xSU} </0 ]l{ygv_x}efky dy) dz

= )\/ e T </ Ae M dy> dx
0 0
/\/ e (1 —e =2 4y
e )

—Av

—Av

=1-ce¢ — \ve

Nachdem wir nun P[V < o] nach v abgeleitet haben (siehe S. 86 im Skript) erhalten wir
fv(v) = )\Qve_k“l{vbo}.

(b) Ein bisschen komplizierter, aber vom Schema her genau gleich. Fixieren wir (u,v) € (0,1) x
(0,00) und definiere die (messbare) Funktion

k(l’, y) = ]l{ 71y Su, w+y<v}-

Per Definition gilt dann P[U < w, V < v] = E[k(X,Y)], sodass wir wieder ein Integral
ausrechnen miissen:

PIU <u, V <] = B[k(X,Y)] = )\2/ / k(2 y)e= ) dy da
0 0

= )\2 (/ {755 S, x+y<v}e dy) dz
0

/ ]l{z(u -1 <y<v—=z, z<uv}6 ydy> dx
0

_,\2

= /\/ (/ Ay dy) dx
(u=1-1)
/ —Az (efkm(u -1 _, /\(vfzzz)) da
_ )\/M (6—Au*1x _ e—m) da
0

=u (1 —e M )\ve_)‘”) .

Dies stimmt aber genau mit dem Produkt der Dichtefunktionnen von U und V {iberein,
sodass wir sofort schlussfolgern, dass U und V unabhéngig sind und

fwy(w,v) = fu(u)fv(v) = Nve  Tgocu<t, v>0}-

Siehe nachste Seite!
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Losung Challenge Serie 9. (a) Die entscheindende Beobachtung ist die disjunkte Zerlegung
{X(l) < X(g) << X(n)} = U {Xg(l) < XJ(Q) < ...Xg(n)}7
oES,

wobei S,, die Menge aller Permutationen bezeichnet. Fiir eine beliebige (messbare und
beschriankte) Funktion g : R™ — R erhalten wir

Elg(Xa), X2y, X)) = El9(X1), X(2)s - X)) L{x (1) < X2y << Xy}

= Z E[g(XO'(l)7 XU(Q)’ .. ?XO'(TL))]]‘{XG(U<XU<2)<"'<XU(H)}]
og€S,

=nlE[g(X1, Xo, ..., Xo)lix, < X< <X}

= n!/ g1, o, wp) f(w1) f(22) - f(2n) My <opcca,y Az dao . .. d2y,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass (X1, ..., X,,) unabhéngig und identisch
verteilt. Daraus schlussfolgern wir, dass

flax)f(za) - flxn), fallsz <ao<---<uzp
f), ) (@1, 22, ) = "
0, sonst.

(b) Formal kénnen wir die Dichtefunktion f) als Randverteilung berechnen

f(k) (x) = / f(l),m,(n)(xl, ey T—15 Ty Ty - - - ,a:n) dxl ce da:k_l dxk ce dxn.
Rr—1

Dies erscheint jedoch aufgrund der Struktur als etwas zu kompliziert. Stattdessen, ver-
wenden wir ein heuristisches Argument um die Formel um f(;) zu berechnen. Dazu verwenden
wir die Notation aus dem Skript auf S. 86, dass

Ple < Xy < x4+ da] = f(z) da.

Falls der k-grosste Wert nahe bei x ist, dann sind k£ — 1 kleiner als  und n — k sind grosser
als x. Die Wahrscheinlichket, dass X; < x ist gleich F(z) und die Wahrscheinlichkeit, dass
X1 > x, ist gleich 1 — F(z). Dann erhalten wir

f(k)(x) do ~ P[(E < X(k) <+ dl’}

~ P [k — 1 sind links von z, einer ist nahe bei 2 und (n — k) sind rechts von z]

n! k—1 n—k

Daraus schlussfolgern wir, dass
|
fn@) = G @ 0= F@) ™ @), (2)

c 1e Dichtefunktion ist f(x) = 1j9.q7(2) un xr)==x fur z € |0,1|. Setzen wir in die Forme
Die Dichtefunktion ist f Tpo,1 d F fii 0,1]. S ir in die F 1
(2) ein, so erhalten wir

ool = MMF ) (- F@)" " f (@)
= T D L)

Siehe nachstes Blatt!
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Dies ist die sogenannte Beta- Verteilung. Sie ist eng verkniipft mit der Gamma-Verteilung
aus dem Skript S. 102.

Der erwartungswert ist somit gegeben durch
ElXo) = [ fo(o)ds 3)
R

n!

- m/o 2 (1—2)""" da
n! 1 . - i
= m/{) 21D (1 _x)( RD-1

Kk
n+1’

wobei wir die Formel in den Tipps verwendet haben. Um die Varianz Var(X()) zu berechnen,
verwenden wir (wie {iblich) die Formel Var(X ) = E[X? |- E[X()]?. Wir berechnen zuerst

) (k)
EIX3,:
E[X(Qk)] :/RSUQf(k)(af) dx

n! o n—
B (k—l)!(n—k)!/o G

n! 1
o (k+2)—1 o\ (n—k+1)-1
S =Dl —h) /0 v (1-2) dz

B n! (k+Dl(n—k)!
(k=D!(n—k)! (n+2)!

 k(k+1)
C(n+D(n+2)

Schliesslich erhalten wir

- ) o k(k+1) k' k(n—k+1)
Var(X)) = E[(X@))'] - ElX )" = m+1)(n+2) (n+1> T (n+12(n+2) @)

(d) Wir verwenden die Chebyshev Ungleichung

ag

)

m‘Em

PHX(ZW) — ’I"n| > 6] <

wobei )
)] = P nd o2 = pran ;pn +1) .

gn+1 (gn+1)%(gn+2)
Die beiden Formeln folgen aus den Rechnungen in und mit k ersetzt mit pn und n
ersetzt mit gn. Die Folge (r,) konvergiert gegen % = r und die Folge (02) gegen 0. Wegen
der Dreiecksungleichung erhalten wir

rn = EIX

‘X(P”) - 7ﬂ| < |X(pn) - 7"n| + ‘Tn - 7'|

Siehe nachste Seite!
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und schliesslich

2
(o .
P[’X(pn) — 7"‘ > E} < P[‘X(pn) — Tn| > E]+]1{|rn,r|>€} < ?+]1{|rn77“|>5} — 0 fir n — oo.

Bemerkung. Mit einem analogen Argument kann man das obige Resultat auf beliebige (stetige
und strikt wachsende) Verteilungsfunktionen verallgemeinern. Die Zahl r muss dann durch
das Quantil F~1(r) ersetzt werden.

Weitere Informationen finden Sie unter
www.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/hs2015/other/statistik_INFK und
www.math.ethz.ch/assistant_groups/gr3/praesenz.
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