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Dieses Handout richtet sich nach Kapitel 6.1 in [R]. Grundsétzlich wird dieselbe Notation
wie in den vorhergehenden Vortragen verwendet.
Im Folgenden bezeichnen nebst k,l, m,n auch a,b jeweils natiirliche nichtnegative Zahlen.
Weiter bezeichnet N die Menge der nichtnegativen Zahlen. Die Menge aller n-stelligen
Funktionen mit Argumenten aus N” und Werten aus N werde mit F,, bezeichnet. Die
Menge F( bezeichnet alle Konstanten, d.h. Fy £ N. Sind h € F,;, und g1, ...,9m € F;, so
heisse

fdw— h(gid,...,gma)

die durch Komposition aus h und g; entstehende Funktion, kurz f = hlg1,...,gm]. Die
Stellenzahl von f ist n. Analog sei P[gi, ..., gm) fiir P C N das m-stellige Pradikat
{@ € N"[P(g1d, ..., gmd) }.

Intuitiv gesprochen ist f € F,, berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der zu jedem
a € N den Wert fa in endlich vielen Schritten berechnet. Als Beispiele kénnen Summen
und Produkte betrachtet werden. Es gibt iiberabzahlbar viele einstellige Funktionen iiber N;
davon konnen aber wegen der Endlichkeit einer jeden Berechnungsvorschrift nur abzahlbar
viele berechenbar sein.
Die im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen mit Argumenten und Werten aus N
haben ganz offensichtlich die Eigenschaften

Oc: Mit h € Fy, und ¢1,...,9m € Fy, ist auch f = h[g1, ..., gm] berechenbar.
Op: Sind g € F,, und h € F, o berechenbar, so auch f € F, 1, bestimmt durch
£(@,0) = 9@ und f(d,Sb) = h(@ b, £(a,b)),

die sogenannten Rekursionsgleichungen. Weiter heisst f die aus g, h durch primitive
Rekursion entstehende Funktion und werde auch als f = Op(g, h) notiert.

Definition 1. Sei g € F,, 11 und es gilt Va3bg(ad, b) = 0, so bezeichnet p[g(a,b) = 0] das
kleinste b mit g(@,b) = 0.

Op: Ist g € Fppq und gilt Ya3bg(d,b) = 0, so ist auch up[g(d, b) = 0] berechenbar.

Die Eigenschaften Oc ,Op und Ou koénnen als Erzeugungsoperationen zur Gewinnung
neuer Funktionen gesehen werden.



Definition 2. Die Menge der primitiv-rekursiven (p.r.) Funktionen bestehe aus allen Funk-
tionen Uber N, die sich mittels Oc und Op erzeugen lassen aus folgenden Anfangsfunktionen
bzw. Basisfunktionen:

e die Konstante 0,
e die Nachfolgerfunktion S: N — N,a — a + 1,

e die Projektionsfunktion I' € F,,, (a1,...an) — ay, 1<v<n.

Definition 3. Die Menge der p.r. rekursiven Funktionen zusammen mit der Operation Opu
erhalt man die Menge aller rekursiven Funktionen, auch u-rekursiven Funktionen genannt.

Bemerkung 4. Man erkennt, dass die p.r. Funktionen mit einem im Prinzip abschétzba-
rem Aufwand berechenbar sind. Wéhrend die Existenzbedingung Va3mP(d, m) der rekur-
siven Funktionen nicht konstruktiv sein kann, so dass selbst grobe Abschétzungen {iber den
Berechnungsaufwand unmoglich sind.

Beispiel 5. Ein berithmtes Beispiel fiir eine rekursive aber nicht p.r. Funktion, ist die
Ackermann-Funktion o € Fy definiert durch

0Oob=8b ; Sao0=aol ; SaoSb=ao(Saob)
Fiir den Beweis wird auf [F] verwiesen.

Bemerkung 6. Man sieht leicht, dass mit jeder Funktion f auch jede Funktion p.r. bzw.
rekursiv ist, die aus f durch Vertauschung, Hinzufiigen von fiktiven Argumenten oder Gleich-
setzung hervorgeht. Hierbei geht h : N — N aus f : N> — N durch Gleichsetzung hervor,
falls b := f[I{, I}] gilt.

Beweis. Sei f € Fo. Fiir g := f[I3,1?] ist dann g(a,b) = f(b,a). Fir h := f[I}, I{] ist
ha = f(a,a), und fiir f’ := f[I}$,I3] ist f'(a,b,c) = f(a,b), wobei hier die fiktive Variable c
hinzugefiigt wurde. Analog fiir hoherstellige Funktionen. O

Beispiel 7. Sei S° = I] und S**! = S[s¥], so offenbar
s¥:N—-N
ara+k.

Diese einstelligen Funktionen sind nach Oc alle p.r.
Fakt 8. Die n-stelligen konstanten Funktionen

K!:N— N

a—c

sind primitiv rekursiv.

Beweis. Mit Op sieht man leicht dass, K§ = 0, K = $°[0], sowie K10 = K? = ¢ und
K!Sb = I2(b, K!b). Fiir n > 1 hat man K" = K![I}. O

Fakt 9. Die Additionsfunktion f : N> — N definiert durch g(z,y) = = + y ist p.r.



Beweis. Sei g(y) := I}(y) = y und hh(z,y, 2) = S(I3(z,y,2))(= S(z)). Da h; eine Basis-
funktion ist, ist sie auch primitiv rekursiv. Analog ist h eine Komposition von Basisfunk-
tionen, also auch primitiv rekursiv. Nun definieren wir f(z,y) durch primitive Funktionen
mittels Op:

f(0,y) = g(y) = y und
flx+1Ly)=h(z,y,9(z,y)) = 8(f(z,y)) = f(z,y) + 1.

Folglich ist auch f(z,y) p.r. O

Fakt 10. Die Multiplikationsfunktion f : N> — N definiert durch f(z,y) = x -y ist p.r.

Beweis. Durch a-0 = h(a,0) = K}a = 0 sowie f(a,Sb) =a-Sb=a-b+a = I3(a,b,a-b)+
I}(a,b,a-b) gewinnt man die Multiplikation, i.e. durch Anwendung von Op, Oc und Fakt
9. O

Fakt 11. Die , gestutzte* Subtraktion definiert durch

a — =

* {a—b falls b< a

0 ,sonst
ist primitiv rekursiv. Insbesondere ist auch die absolute Differenz primitiv rekursiv, denn
la—b] = (a —b)+(b—a).
Beweis. Die Vorgédngerfunktion R definiert durch
RO:=0 ; R(Sb):=TI(b,Rb) =10

ist primitiv rekursiv.
Mit den Rekursionsgleichungen schreibt man

a—0=1I{(a) =aund
a — 8b=R(a — b) =RI5(a,b,a — b).
U

Fakt 12. Mit f € F,,1; ist auch (a@,b) — [[, f(@, k) primitiv rekursiv, definiert durch

II f@@ k) =1

k<0

k<Sb k<b

Ebenso ist (d@,b) — >, f(@, k) primitiv rekursiv, definiert durch

> f(a@,k)=0

k<0

k<Sb k<b



Definition 13. e Die §-Funktion wird definiert durch 60 = 1 und éSn = 0.

e Weiter wird die sg-Funktion definiert durch sg0 = 0, und sgSn = 1.
Nach Definition sind beide Funktionen primitiv rekursiv.

Definition 14. Ein Pradikat P C N" heisst p.r. bzw. rekursiv, wenn die charakteristischte

Funktion
1 ,aeP

Xp : a—
0 ,sonst

p.r. bzw. rekursiv ist.
Fakt 15. e Das Pradikat = ist p.r.
e Jede endliche Teilmenge ist p.r.

e Das Pradikat # ist p.r.

Beweis. Das Pradikat = kann man mittels Identitéatsrealtion schreiben als X—(a, b) = d|a —
b| und ist folglich primitiv rekursiv. Das wiederum impliziert, dass jede endliche Teilmenge

E ={ai,...,a,} von N, wobei , a; paarweise verschieden sind, ist primitiv rekursiv. Denn
Xy = K} und Xg(a) = X—(a,a1) + - + X_(a,a,) fir E # (. Das Pridikat # ist prmitiv
rekursiv, weil X.(a,b) = sgla — b|. O

Die §-Funktion ergibt die Abgeschlossenheit der p.r. bzw. rekursiven Funktionen gegen-
tiber Definition durch p.r. (bzw. rekursive) Fallunterscheidung:

Lemma 16. [Fallunterscheidung] Mit P, g, ¢’ ist auch h p.r. (bzw. rekursiv), definiert durch
hd = ga - Xp(a@) + ¢'a- 6(Xp(a)), d.h.

., ga, falls Pa,
had =

g'd, falls —Pa.

Beispiel 17. Der Divisionsrest von a|b wird definiert durch
rest(0,b) := 0,

rest(Sa, b) = Srest(a, b) fiir rest(a,b) <b— 1
rest(Sa, b) = 0 sonst.

Es bleibt zu zeigen, dass rest p.r. ist. Sei h(a,b,c) = Sc, falls ¢ < b — 1 und h(a,b,c) = 0

sonst, ist nach Lemma 16 primitiv rekursiv. Wir kénnen nun rest mit A und den Rekursi-
onsgleichungen schreiben als rest(Sa,b) = h(a, b, rest(a,b)).

Von grundlegender Bedeutung, speziell fiir die Gewinnung von Unentscheidbarkeitsre-
sultaten, ist die Hypothese, dass die rekursiven Funktionen alle irgendwie berechenbaren
Funktionen iiber N bereits ausschépfen, die sogenannte Churchsche These. Der Definition
der rekursiven Funktionen ist dies kaum anzusehen, aber alle auf unterschiedliche Weise
definierten Berechenbarkeitskonzepte erwiesen sich als dquivalent und stiitzen die These.

Nun kommen wir zu einer Zusammenstellung beweisbarer Grundfakten iiber primitiv
und p-rekursive Priadikate. P,(Q, R bezeichnen jetzt aussschliesslich Pradikate tiber N™.
Um die formale Niederschrift von Eigenschaften solcher Priadikate zu erleichtern, benutzen
wir weitere metasprachliche Abkiirzungen wie 3 und V.



Definition 18. Man sagt P’ C N"*! gehe aus P C N" durch Hinzufiigung von fiktiven
Argumenten hervor, falls P' = {(p1,...,pn+1)|(P1,.-.,pn) € P}.

Lemma 19. Die Menge der p.r. bzw. rekursiven Pradikate ist abgeschlossen gegeniiber
Komplementbildung, Vereinigung, und Durchschnitt von Préadikaten derselben Stellenzahl.
Weiter ist diese Menge abgeschlossen gegeniiber Einsetzung p.r. bzw. rekursiver Funktionen
sowie gegeniiber Gleichsetzung, Vertauschung und Hinzufiigung von fiktiven Argumenten.

Beweis. Fiir P C N” ist 0[Xp] gerade die charakteristische Funktion von =P = N"\ P;
ferner ist offenbar Xpug = sg[Xp + Xg], Xpng = Xp- Xg und Xpg, . g1 = XP[g1,- - Gml-
Die tibrigen Abgeschlossenheitseigenschaften folgen einfach aus den entsprechenden Eigen-
schaften der charakteristischen Funktionen und Bemerkung 6. O

Definition 20. Seien P, Q,--- C N**1 Ist

sagt man @, R, ), R’ entstiinden aus P durch beschrinkte Quantifizierung.

Bemerkung 21. Die Menge der p.r. bzw. rekursiven Funktionen ist abgeschlossen beziig-
lich beschrankter Quantifizierung. Mit P p.r. sind alle diese Pradikate p.r. So ist Xg(d,b) =
[Ti<p Xp(@, k) und Xg(d,b) = sg(X ke Xp(d, k) sowie X((d@,b) = [lr<s, Ap(d, k) und
Xp(@,b) = sg(Xpesp Xp(d, k).

Fakt 22. Das Pradikat ,a teilt b* kurz alb ist p.r.

Beweis. Das Pradikat a|b schreibt man mittels beschrénkter Quantifizierung als alb <
(Fk <b)a-k=1]. O

Beispiel 23. Das Pradikat ,prim* ist p.r, da primp < p # 0,1&(Vk < p)[klp = k = 1]
p.r., denn a|p = a = 1 ist gleichwertig zu a { pV a = 1 und als Vereinigung p.r. Priadikate
wieder p.r.

Wir wollen abschliessend den Unterschied zwischen den p.r. und rekursiven Funktionen
etwas deutlicher machen.

Fakt 24. Erfiille P C N**! die Bedingung Va3mP(a@, m). Sei u[P(a@, k)] die Funktion N™ —
N, welche @ das kleinste k& mit P(d, k) zuordnet. Dann mit O ist auch pug[dXp(a@, k) = 0];
rekursiv, in der Regel aber nicht p.r.

Andererseits konnen wir die beschrankten u-Operationen

kleinstes k < m mit P(d, k), falls ein solches k existiert,

m|P(d, k)] =
pk<m [P (@, k)] {m sonst, d.h. =P(a@, k) fiir alle k < m

betrachten.

Lemma 25. Mit P ist auch py<,,[P(@, k)] primitiv rekursiv.



Beweis. Schreibe f = pr<m[P(d,k)]. So ist f(@,0) = 0, sowie f(d,Sm) = f(d,m) falls
(3k < m)P(a, k), und sonst ist f(d@,Sm) = Sm. In der normierten Notation f = Op(g, h)
bedeutet dies wie bei rest eine p.r. Fallunterscheidung in der Definition von h. Also ist f

p-T.
O

Beispiel 26. Ist p eine Primzahl, so ist p! + 1 gewiss durch keine Primzahl ¢ < p teilbar;
denn ¢|p! + 1 und q|p! liefern den Widerspruch ¢|1. Ein Primteiler von p! + 1 ist also eine
neue Primzahl. Daher ist die kleinste auf p folgende Primzahl < p! + 1. Also ist n — pp,
wohldefiniert und charakterisiert durch

Po=2 | Pn+1 = Hg<p,'+1[qprim &g > py] (1)

Die Gleichung (1) ist eine Anwendung von Op. Denn mit f : (a,b) — pg<plg prim &q > aj
ist auch g : @ — f(a,a!+1) p.r. und die zweite Gleichung in (1) ldsst sich einfach schreiben
als pn+1 = g(pyn). Folglich ist die Primzahlaufzdhlung n +— p, p.r.
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