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Dieser Text ist eine Zusammenfassung des Abschnitts iiber Godelzahlen in 6.1 von
[1]. Wir werden Godelzahlen einfithren und die primitive Rekursivitét einiger mit ihnen
verwandten Funktionen zeigen.

Definition 1. Sei (ao,...,a,) eine Folge natiirlicher Zahlen. Die Gddelzahl dieser Folge
ist definiert als (ag, ..., a,) = pSOH ... p& Tl wobei py die k-te Primzahl in aufsteigender
Reihenfolge bezeichne. Wir definieren () := 1
Wir definieren Gz als die Menge aller Godelzahlen.
Die Linge la einer Goédelzahl a ist definiert als la := min{k|py t a}.

Man beachte, dass, wenn eine Primzahl in der Primfaktorzerlegung einer Godelzahl
auftritt, alle kleineren Primzahlen ebenfalls auftreten. Dank der (bis auf Einheiten) ein-
deutigen Primfaktorzerlegung erhalten wir

(ag,...,an) = {(bo,...,bym) = m=nund a; =b; firalle 0 <i<n

Im Folgenden werden wir von einigen Funktionen, die mit Godelzahlen zu tun haben,
zeigen, dass sie p.r. sind.

Proposition 2. Folgende Funktionen sind p.r.

1) a— {(ap...an)
2) XGz
3) a+—la

Die Funktion 3) muss zuerst noch fiir alle natiirlichen Zahlen, die keine Godelzahlen
sind, definiert werden. Da der Funktionswert fiir diese nicht von Interesse ist, konnen wir
die Funktion so wéhlen, dass der Beweis moglichst einfach wird. Die Definition wird im
Beweis gegeben.

Beweis. Fir die Funktion 1) ist die Aussage klar, da Produkte und Potenzen endlich vieler
p.r. Funktionen wieder p.r. ist.
Fiir die Funktion 2) stellen wir fest, dass



a€ Gz a7#0und (Vp <a)(Vg < p)[(prim p A prim g A p|a) = ¢q|a] (1)
Da gilt
primp<sp#O0Ap#1IANVE<D)k|p=k=1]

ist xp p.r. wobei P die Menge aller Primzahlen bezeichne. Da somit die Pradikate
prim und | beide p.r. sind, ist das Pradikat in (1) p.r. und somit auch seine beschrénkte
Quantifizierung. Da auch # p.r. ist, folgt die Behauptung.

Zum Beweis von 3) definieren wir la := pk < alpy 1 a]. Nach dem letzten Vortrag ist
dies p.r. und falls a eine Godelzahl ist, entspricht dies gerade der urspriinglichen Definition
von la. Somit folgt 3). O

Wir moéchten noch zwei weitere Funktionen betrachten. Diese miissen jedoch zuerst
definiert werden.

Definition 3. Die ”Komponenten-Erkennungsfunktion” (a,i) — (a); in Fg ist definiert
durch

(a); =0 falls a =0
(a); := pk < alpF*?t a sonst
Die ”arithmetische Verkettung” = € Fg ist definiert durch
axb:=a- Hi<lbpl(s)+ij1 falls a,b € Gz

axb:=0 sonst

Bemerkung 4. Aus der Definition folgt sofort, dass

((ag...an))i = a; firo<i<n
und
a=licta pga)iﬂ fir alle a € Gz.

Fiir die arithmetische Verkettung sieht man, dass

(ag,...an) * (bo,...bm) = (ao, ... an,bo,...bm)

Mit anderen Worten, die arithmetische Verkettung entspricht fiir Gédelzahlen der Wortver-
kettung.

Proposition 5. Die Komponenten-Erkennungsfunktion und die arithmetische Verkettung
sind p.r.



Beweis. Da | und somit auch { p.r. Prédikate sind, ist nach Lemma 16 und Bemerkung 21
des Vortrags ” Rekursive und primitiv-rekursive Funktionen” (Patrik) auch die Komponenten-
Erkennungsfunktion p.r.

Zum Beweis der p.r. der arithmetischen Verkettung, verwenden wir, dass Gz p.r.
ist. Somit miissen wir zeigen, dass die Definition der arithmetischen Verkettung im Fall
a,b € Gz und im anderen Falle p.r. ist. Falls a,b € Gz folgt dies daraus, dass die
Komponenten-Erkennungsfunktion und die Primzahlaufzéahlung p.r. sind und somit auch
das endliche Produkt, durch das a * b definiert ist. Im anderen Falle ist a * b konstant 0
und somit p.r. Daraus folgt, dass die arithmetische Verkettung p.r. ist. O

Es gibt neben den beiden Regeln Oc und Op noch ein weiteres Schema, um p.r. Funk-
tionen zu konstruieren. Dazu machen wir zuerst

Definition 6. Sei f € Fy 11 Wir definieren f € F, 1 wie folgt:

g

(@0) = () =1

fla,b) :=(f(@a,o),..., f(a,b—1)) fir b >0
Mit Hilfe der Funktion f konnen wir nun das Schema der Wertverlaufsrekursion definieren.
Proposition 7. Sei F' € Fy12. Dann gibt es genau ein f € Fy 11, das die Bedingung
Oq f(db) = F(ab, f(db))
erfiillt.

Beweis. Der Beweis verwendet Induktion iiber den Wert von b. Fiir b = 0 gilt namlich

Somit ist f(a,b) eindeutig bestimmyt.
Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass f(d,c) eindeutig bestimmt ist fiir 0 <
¢ < b. Dann gilt

f(a,b) = F(a,b,(f(a,o),..., f(a,b—1)))

Nach Induktionsannahme ist somit auch f(@,b) eindeutig bestimmt. Somit ist f eindeutig
bestimmt und seine Existenz ist durch die Formeln fiir f(a,b) oben gegeben. Dies beendet
den Beweis. ]

Bemerkung 8. Man sieht leicht, dass Op ein Spezialfall von Oq ist. Falls f mittels Op
aus den p.r. Funktionen g € Fy, und h € Fy;2 gewonnen wird, so kann man F' wie folgt
definieren:

F(a@,0,c) := g(a)
F(a, Sb,c) := h(a,b, (c)p)



Wendet man Oq auf F' an, so erhalt man gerade f.

Satz 9. Sei f durch F mittels Oq definiert. Dann gilt F' p.r. = f p.r.

Beweis. Mit Hilfe der arithmetischen Verkettung kénnen wir f schreiben als
f(@0)=1

f(@, Sb) = f(a,b) x (f(a,b)) = £(a,b) * (F(a,b, f(a,b)))
Wenn wir g € Fy, und h € Fy2 definieren durch
gla@) =1
h(d,b,c) := cx* (F(d,b,c))

erhalten wir, dass f mittels Op aus g und h_deﬁniert werden kann. Da F' nach Annahr_ne p.r.
ist, sind auch g und h p.r. und somit auch f. Wir wissen aber, dass f(d,b) = F(a,b, f(a,b))
und somit als Verkniipfung zweier p.r. Funktionen ebenfalls p.r. Dies beendet den Beweis.

O
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