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Dieser Vortrag basiert auf dem Kapitel 6.2 aus Einfihrung in die Mathemati-
sche Logik von Wolfgang Rautenberg [1].

1 Einfiihrung

Bei der Godelisierung geht es grob gesagt um die Beschreibung der Syntax ei-
ner Sprache £, sowie des Vorgangs des Beweisens, durch natiirliche Zahlen und
Operationen mit diesen. Man kann dann zum Beispiel syntaktische Pradikate wie
"x € vara” durch entsprechende Pradikate iber N = {0,1,2,...} ersetzen.

Im Folgenden werden wir die Godelisierung exemplarisch anhand der Sprache
L = L, behandeln. Diese Sprache ist bestimmt durch die nichtlogische Signatur
L = {0,S,+,-} und liegt der Peanoarithmetik zu Grunde. (Siche Vortrag iiber
Peano-Axiome und Peano-Strukturen). Wir werden unter anderem zeigen, dass
in dieser Sprache die Mengen der Terme, der Formeln und der logischen Axiome
primitiv rekursiv (p.r.) sind, wobei wir primitiv rekursiv noch genau definieren
miissen, da wir uns nicht in N befinden. Das Vorgehen ldsst sich auch auf andere
Sprachen iibertragen.

Als erstes miissen wir jedem Grundzeichen ¢ von L, also jedem Zeichen im
Alphabet, auf eindeutige Weise eine Nummer #¢ aus N zuordnen. In unserem Fall
wéhlen wir die Zuordnung:
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Als néchsten Schritt kodieren wir mit dieser Zuordnung die Zeichenfolgen (d.h.



die Worter) iiber dem Alphabet von £. Die Menge der Zeichenfolgen sei wie auch
schon S;.

Definition 1.1. Sei £ = (... (, ein Wort (£ € S;). Die Gddelzahl ¢ von & ist

B G = pi#O . plHHG e N,

Des Weiteren setze Sy = {5 | £ € Sg} <€ N und fir W < S, setze entsprechend
{5 | £ € W} < N. Mit der so eingefiihrten Notation heisse W < S p.r. (bzw.
rekursw) falls W als 1-stelliges Pradikat iiber N p.r. (bzw. rekursiv) ist.

Wir beachten, dass man zwischen dem Zeichen ¢ und dem Wort ¢ unterschei-
den muss. Das Zeichen ¢ besitzt nur eine Nummer #(, das Wort ¢ (bestehend
aus einem Zeichen) besitzt eine Godelzahl ¢. Beispiclsweise hat — als Zeichen die
Nummer 3, aber als Wort die Gédelzahl 2'+3. Wir kénnen die beiden Zahlen aber
einfach auseinanderhalten, denn die Nummern der Zeichen sind alle ungerade,
wihrend die Godelzahl eines nichtleeren Wortes nach Definition stets durch zwei
teilbar ist. '

Wir bemerken, dass S; nach dem Vortrag iiber primitive Funktionen und iiber
Godelzahlen eine p.r. Teilmenge der Menge aller Godelzahlen Gz ist, denn

neSe < (neGzund (Vk < In) 24 (n);)

wobei In die Linge der Godelzahl n bezeichnet und (n)y, die k-te Komponente von
n.

2 Primitive Rekursivitit der Menge aller Terme
und der Menge aller Formeln

Sei * die primitiv rekursive arithmetische Verkettung aus dem Vortrag iiber Go-
delzahlen. Wir setzen fiir n,m,¢,a,b e Gz:

e Sn:=Sxn ntm:=+xn=m n-m:i=-s*n*m
e N=mi=nx=x*m V(i,n) ==V xixn
e ~a:="xaq aﬂb::(*a*/\*b*j a=b:= =(a A =b)

All diese Funktionen §, = : Gz — Gz, bzw. +,%,=,V, A, v : Gz x Gz — Gz, sind
als Verkettung p.r. Funktionen wieder p.r.

Fiir &, € Sz gilt (6n) = (So- - Eulo -+ 1hn) = (Foy -+ #ons Tl #ethn) =
FHoy ooy #HE) *{FHNoy -+« , #F#Nm) = € 1. Somit haben wir, dass fiir Terme s, ¢ und
eine Variable x und eine Formel a gilt



o (St) =S§i (+st) = $Fi (-st) = §7i
o (s=1) = (5= (Vza) = V(i&, &)

Fiir Worter €, € Sy werden wir im Folgenden £ < 7 schreiben falls f < 17. Beachte
dass, wenn £ ein echtes Teilwort von n ist, £ < n gilt.

Wir erinnern hier noch einmal an die Wertverlaufsrekursion aus dem Vortrag
iber Godelzahlen. Gegeben sei eine (n+2)-stellige Funktion F'. Sei f eine n-stellige
Funktion, die mittes Oq durch F' definiert ist. Das heisst

Oq:  f(@b) = F(ab, f(db))

Hierbei kodiert die (n + 1)-stellige Funktion f den Wertverlauf von f im letzten
Argument:

f@v)y=O=1 , fa@b) ={fa0),...,f(@b—1)) fir b>0

Im Vortrag iiber Godelzahlen (Satz 9) haben wir bewiesen, dass falls F' p.r. ist
und f durch F' mittels Oq definiert ist, dann ist auch f p.r.

Satz 2.1. Die Menge T aller Terme von L ist primitiv rekursiv.

Beweis. Nach der rekursiven Definition von 7 gilt

teT < ((t€ Tomm)v(@t,ty <t)[tr,tae T
AN ((t = Stl) \ (t = +t1t2) \ (t = tltg))]),

wobei T,.im die Menge der Primterme bezeichnet; fiir unsere Sprache ist also
Tprim =V L {0} fiir V die Menge der Variablen von £. DaneV < (Fk < n)[n =
222%2F] ist V p.r und somit auch 7pi,. Obige Aquivalenz kénnen wir umschreiben
zZu

neT < ((ne Tpm)v@ik<n)i,keT
A((n=S8i)v (n=itk)v (n=1i"k)))]).

Zur Vereinfachung der Notation sei () das p.r. Pradikat iiber N gegeben durch
Q(i,n, k) < (n =8i) v (n =it+k) v (n = i"k)). Wir wollen nun diese Beschrei-
bung von 7 in eine Wertverlaufsrekursion der charakteristischen Funktion x5 des
Pridikats 7 verwandeln. Definiere folgendes Pradikat P iiber N:

P(n,a) < (n € Tpim v (3i,k <n)[((a); = (a)r = 1) A Q(n,i,k)])



Nach all dem Bisherigen ist es p.r. Es gilt nun

neT ((n € Tyrim) v Bis k < n)[i,k e T A Q(n,i, k)]
((n € Torim) v (i k < n)[(x4i = X3k = 1) A Q(n, i, k)])

((n € 7;mm) v (Hl7 k< n)[((XT)z = ()27’)14 = 1) A Q(na i7 k)])

¢ ¢ 09

Wobei im zweitletzten Schritt x+n = (x40, ..., x+(n—1)) benutzt wurde. Daraus
folgt x3n = 1 < xp(n,X4n) = 1. Somit gilt

xin = xp(n, X1)
und x4 ist p.r. nach Oq, da xp p.r. ist. O]
Satz 2.2. Die Menge L aller Formeln ist primitiv rekursiv.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum vorherigen. Nach der rekursiven Defini-
tion von L gilt
pel < ((peLlyim)v(@Ba, B,z <@)a,fe LATEV
A(lp=—a)v(p=(anpf))v(p="Yra))).

Dabei bezeichnet £, die Menge der Primformeln. Diese ist p.r. da
n€ Lopim < (Fi,k <n)[i,ke T an=(i=k)]

Wie vorhin kénnen wir die erste dieser beiden Aquivalenzen umschreiben und
erhalten eine Beschreibung von L, welche wir in eine Wertverlaufsrekursion von
X verwandeln wollen. In Analogie zum ersten Schritt definieren wir folgendes p.r.

Pradikat iiber N
P(n,a) < (ne ﬁprimv(ﬂi, k,j<n)[(a)i=(a)r=1Aj€ V
An==ivn=irkvn="Y(k)])

Man zeigt dann wieder, dass n € £ < P(n,xsn). Ahnlich wie zuvor, haben wir
dann dass

xen = xp(n, xzn)
und x, ist p.r. nach Oq, da xp p.r. ist. O]



3 Primitive Rekursividt der Menge der logischen
Axiome

In diesem Abschnitt mochten wir zeigen, dass das logische Axiomensystem A des
Hilbertkalkiils |~ der Priadikatenlogik bezogen auf unsere Sprache £ = L., p.r.
ist. Dabei ist A definiert als die Menge aller Formeln (Vz;...Vz;)e fiir j > 0,
wobei z1,...,z; € V Variablen und ¢ € U;ﬂl A; Formel (siehe Vortrag iiber das
Hilbertkalkiil der Pradikatenlogik). Dazu miissen wir ein wenig Vorarbeit leisten.

Wir mochten ausgehend von der Substitution & — f% eine p.r. Funktion
(m, i, k) — [m]¥ iiber N definieren so dass gilt:

[ = (¢L)  firalle e TUL, eV, teT. (1)

xT

Die Funktion (m,i,k) — [m]F ist sozusagen die Godelisierung der Substitution.
Die Konstruktion ist rekursiv und geht iiber zwei Schritte, zuerst fiir m € 7 und
anschliessend fiir m € L. In beiden Schritten wendet man die p.r. Fallunterschei-

dung iiber m an. Zunichst setzen wir [m]¥ = 0 falls m ¢ 7.

Sei im ersten Schritt m € 7.
e Fallsi ¢ V oder k ¢ T setze [m]¥ = 0.

e Fallsie V, ke Tundm e '7;”,” (entspricht x e V.t € T, € € Tprim, = VU{0}):

Set (]! k, fallsm =1 (entspricht £&X =¢ falls £ = )
etze [m]f = .
m, fallsm #1

e Fallsie V, keT und m e 7"\7;”-m:

Hier muss man die verschiedenen Moglichkeiten fiir m, im Sinne der rekur-
siven Definition der Menge der Terme, unterscheiden.

Falls (Irmg < m)[mg € T A m = Smy), setze [m]¥ = S[my]¥. Das ist wohlde-
finiert, da myg iiber S eindeutig durch m festgelegt ist.

Falls (Imy, ma < m)[my, my € T Am = my+my], setze [m]* = [my]F+[m]".

Ahnlich wie zuvor ist auch dies wohldefiniert, da m;y, ms nach Definition von
+ durch eben dieses + festgelegt sind.

Falls (Imy,my < m)[my, ma € T Am = my“my], setze [m]¥ = [m]F~ [ma]F.

Die Unterscheidung in diese drei Félle ist wohldefiniert, es kann jeweils nur einer
eintreffen. Denn wir erinnern daran, dass nach Definition Sn = S * n, n+m =



+#mn+mund n"m = *n*m gilt. Das heisst, dass das Funktionssymbol im-
mer zu Beginn der Zeichenfolge auftritt und somit ist die Einteilung in die drei
Fille eindeutig. Nach Konstruktion ist (m, i, k) — [m]¥ p.r. Nach Definition der
Substitution ££ (Vortrag L-Strukturen und Syntax der Pridikatenlogik) und den
Erklarungen am Anfang von Abschnitt 2, erhalten wir auch, dass (1) zunéchst fiir
alle § € T erfiillt ist. Erfiille beispielsweise § € T, dass § = +&1&p gilt mit §;,§ € T,

und nehmen wir weiter an, dass (1) fiir &, &, erfiillt ist. Dann haben wir (£%) =

(+6&)1) = (+(&161) = +x (G11) * (&L) = (D) F(&L) = [al &) = [

Im zweiten Schritt verdndern wir die Definition von [m]} so, dass (1) auch fiir
¢ € L erfiillt ist (bis jetzt haben wir ndmlich in diesem Fall, d.h. m € L, [m]F =0
gesetzt). Sei also m € L.

e Falls i ¢ V oder k ¢ T setze [m]¥ = 0.
e FallsieV, keT:

Hier muss man wieder die verschiedenen Moglichkeiten fiir m unterscheiden.

Falls m € ﬁprim, dann heisst das fiir unsere gewéhlte Sprache, dass m =
(ti = to) mit 1,5 € T. Setze [m]¥ = ([t1]F=[¢2]¥) (entspricht (¢, = t5)% =

()

(i =t,1)). Hier benutzt man Schritt 1 fiir [i1]%, [{5]%.

Falls (Img < m)[mg € LAm = =my] setze [m]F = =[my]*. Wie im in Schritt

1 ist das wohldefiniert, da mg nach Definition von = dadurch festgelegt ist.

Falls (Imy, my < m)[my, my € L Am = my Ams], setze [m]* = [m]* k.

Wiederum ist dies wohldefiniert.
Falls (Ims < m,be V)[ms e L A m = Y(b,ms)],

setze [m]F = Y(b’ ms), falls ¢ # b |
v(b, [m:s]k), fallsi = b

)
7

Alms]

Wieder ist die Unterscheidung in diese Félle wohldefiniert. Wir bemerken, dass
auch das Auftauchen von mehreren A-Symbolen kein Problem darstellt. Im Vor-
trag iiber L-Strukturen und Syntax der Pradikatenlogik war mit «, 8 Formeln
auch (a A B) eine Formel (inklusive Klammern!). Somit ist beispielsweise £ =
((awn B) A7y). Die Klammern werden bei der Godelisierung berticksichtigt (siehe da-
zu die Definition von A). Nach der Godelisierung wird im Beispiel £ = ((a A 8) A7)
das zweite A zuerst betrachtet, denn (a A ) und 7 sind Formeln; das erste A kommt
nicht in Frage, da links und rechts davon keine Formeln stehen.

Alle diese Erkliarungen sind eigentlich durch die Definition der Substitution &£
festgelegt, wenn man die Eigenschaft (1) fordert. Damit und durch die am Anfang

6



von Abschnitt 2 gewahlten Bezeichnungen und Eigenschaften, erreicht man genau
(1) wie man leicht nachrechnen kann. Wir wollen dieses Resultat separat festhalten,
da es fiir den Beweis des Fixpunktlemmas in Kapitel 6.5 wichtig sein wird.

Lemma 3.1. Die oben definierte Funktion N® — N, (m, i, k) — [m]¥ ist p.r. und

erfillt [€]L = (€L) V€Ee T U L,xeV,teT. Z

T

Beweis. O

Bevor wir zum zentralen Punkt dieses Abschnitts kommen, bemerken wir noch,
dass die Préadikate 'x € var¢’, 'x € gbd¢’, 'x € freiy’ und ’gp,% kollisionsfrei’,
wobei £,t €T U L, p € L, allesamt p.r. sind, denn

zevar{ < weVA(In,0<E[E=nb]

reghdy < xeV A (IO <E[E=nVl]

TE freip < $GVAQO%9&<,0 (@er/\[gb]g;éap)
©, é kollisionsfrei < (Vy < ¢)[(y € gbdp Ay € vart) =y = x|

Dabei verwenden wir, dass die Menge der Variablen V wie schon weiter oben
erwahnt p.r. ist, sowie die Resultate zu p.r. Funktionen im dazugehorigen Vor-
trag und schliesslich die primitive Rekursivitit des gerade definierten [m]¥. Nun
kommen wir endlich zum Resultat dieses Abschnitts.

Satz 3.2. Die Menge A der logischen Aziome bezogen auf die Sprache L ist pri-
mativ rekursiv.

Beweis. Die Priadikate "¢ € Ay’, ..., "¢ € Ay’ konnen alle auf dhnliche Weise als
p.r. erkannt werden. Beispielsweise gilt fiir Ay

pelN < (3o, 8,y <o)|a,f,ye L
ANp=((a—>pB—7)—(a—p)—>(a—7)]

Entsprechend umgeschrieben haben wir

nel, < (Ji,k,m<n)ik,mel

An = ((i5k5>m)>(i5k)>(i5m))],

was A; als p.r. kennzeichnet. Fiir Ay, A3, A4 lduft es analog. Fiir A5 beniitzt man,
dass

peNs e (Fa,x,t<p)lae LATeVALET

A (o = (Yoa — at)) A (a, L kollisionsfrei)).



Hier fehlt noch die primitive Rekursivitit des Pridikats ‘¢ = (Vza — at)’, doch
diese erhédlt man direkt durch Anwendung der primitiven Rekursivitéit des eben
konstruierten [m]¥. Genauso verfihrt man mit A, . .., Ajg. Wir erhalten also, dass
das Pradikat o € Ag := A; U ... U Ay’ p.r. ist. Daraus wollen wir nun auf die
primitive Rekursivitdt von A schliessen:

Ein ¢ € A lésst sich schreiben als ¢ = (Va1 ... Vz;)po mit z1,...,2; € V, o € Ao.

Somit gilt

nehe (nelan@mk<n)(n=mxk)a (kely) A (2]Im)
AVE<Im)[(2]iA(m); =#Y)v (211 A Fa < n)[(m); = #v.])]])-

Im Beispiel ¢ = (Vay...Vx;)po von oben ist n = ¢, m = (Va;...Vz;), k = ¢
und Im = 2j. Letzteres erklirt wieso 2 | Im. Auch sehen wir anhand von m,
dass die zweite Zeile der obigen Formel nichts anderes besagt, als dass sich im
Ausdruck wovon m die Godelzahl ist, immer ein V-Symbol und ein Variablensymbol
abwechseln. Dabei ist a < n, denn es gilt fiir die betreffende Variable sicher n >
m = p't#ve > ¢ fiir eine Primzahl p .

Diese Charakterisierung von A zeigt nach all den Vorbetrachtungen, dass A
p.r. ist, wobei wir noch die offensichtliche primitive Rekursivitidt der Funktion
a — #v, = 21 + 2a verwenden. O

4 Primitive Rekursivitit bzw. Rekursivitiat zwei-
er Beweisbarkeitspridikate

In diesem letzten Abschnitt geht es um die Godelisierung des formalen Beweisens
im Hilbertkalkiil der Pradikatenlogik.

Definition 4.1. Fiir eine Formelfolge ® = (¢, ..., pn) € L' sei @ := (g, . .., Pn)
deren Godelzahl. Das betrifft speziell den Fall, wo ® ein Beweis aus X < £ ist (im
Sinne des Vortrages tiber das Hilbertkalkiil der Pradikatenlogik), der in der Regel
auch Formeln aus A enthilt.

Wir bemerken als erstes, dass fiir jede Wahl von ® € L und € € S, nichtleer
stets @ # ¢ gilt; denn fiir die 0-te Komponente gilt einerseits (@)0 = g, was als
nichtleere Godelzahl durch zwei teilbar ist, wéhrend andererseits (é)o als Nummer
des ersten Zeichens von ¢ ungerade ist.

Sei nun T < L eine durch ein Axiomensystem X < T gegebene Theorie,
beispielsweise PA. Fiir einen Beweis ® = (¢, ..., ¢,) aus X schreiben wir auch,
® sei ein Beweis in T. Wir wollen folgende drei Pridikate betrachten

o 'O ist ein Beweis in T’



e ' ist ein Beweis fir o’ (wobei a die letzte Komponente von & ist)
e ‘es gibt einen Beweis fir o in T’
Diesen drei Priadikaten entsprechen folgende Pradikate {iber N:

o beweisr(b) = (be Gz Ab#1
A (Yk < ID)[(B)x € X U A v (3i,5 < E)[(b): = (b);,=(D)]])

e bewr(b,a) = beweisr(b) A a = (b)iust
o bwbr(a) i< Ib bewr (b, a)

dabei entspricht b dem ® und a dem «. Die Funktion ()i, bezeichnet die letzte
Komponente von b. Sie ist p.r., da (b)jasr = () fiir — die p.r. gestutzte Sub-
traktion (siche Vortrag tiber primitive Funktionen).

Nun zeigen wir als letztes Resultat, dass die Beweisbarkeitspradikate '® ist ein
Beweis in T" und '® ist ein Beweis fiir o’ unter gewissen Voraussetzungen p.r
sind.

Satz 4.2. SeiT < L° eine durch ein p.r. Aziomensystem X < T gegebene Theorie
tiber der Sprache L = L,,.. Dann sind beweisy und bewr p.r.

Beweis. Nach Definition ist beweisr p.r., da X (das heisst X ) nach Voraussetzung
p.r. ist. Zur Erinnerung ist Gz p.r., wie in der Einfithrung bemerkt, und nach Satz
3.2. auch A. Daraus folgt die primitive Rekursivitdt von beweisr mit dem Vortrag
Primitive Funktionen. Aus der primitiven Rekursivitéit von beweisy folgt sogleich
auch die primitive Rekursivitdt von bewr. O]

Es sei noch erwahnt, dass bwbr in der Regel nicht p.r. ist, da wir in der Defi-
nition von bwbr keine beschrinkte Quantifizierung haben.

Alle Resultate in diesem Vortrag stimmen nicht nur fiir die Sprache L, son-
dern konnen fiir beliebige sogenannte godelisierbare Sprachen £ formuliert werden.
Dabei heisst £ godelisierbar, falls £ ein genau spezifiziertes Alphabet besitzt, wo-
mit die Zeichenfolgen iiber dem Alphabet durch natiirliche Zahlen kodierbar sind.
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