GODELS ERSTER UNVOLLSTANDIGKEITSSATZ

STEPHAN TORNIER

ZUSAMMENFASSUNG. Dieser Artikel wurde im Rahmen des ETH-Seminars iiber
Mathematische Logik im Friihjahrssemester 2012 erstellt und beweist den ers-
ten Godelschen Unvollstandigkeitssatz [I] wie in [2, Kap. 6.5].

Der erste Godelsche Unvollstédndigkeitssatz beantwortet die Frage nach der Voll-
standigkeit gewisser Theorien in negativem Sinne: Zu jeder Theorie einer bestimm-
ten Klasse gibt es eine unabhéngige Aussage, d.h. eine Aussage, die mit der Theorie
weder bewiesen noch widerlegt werden kann.

Konkret betrachten wir hier die Formelmengen £ O L, und konsistente Theori-
en T D PA, die ein primitiv rekursives Axiomensystem gestattet, d.h., solche Theo-
rien, die den Ergebnissen vorangehender Vortrige [3] iiber die Repréisentierbarkeit
gewisser Pradikate zugénglich sind.

Zur Vereinfachung des Beweises des 1. Unvollstandigkeitssatzes verschirfen wir
die Forderung der Konsistenz zu jener der w-Konsistenz im Sinne von Definition [l

Definition 1 (w-Konsistenz). Eine Theorie T in L, heilit w-konsistent, falls fiir alle
© = @(x) € Lgr mit Fr Jzp(z) ein n € N existiert, sodass 1 —p(n).

Beispiel. Die Theorie PA ist w-konsistent. Da ndmlich A" = (N, 0, S, +, +) ein Modell
fiir PA ist, implizierten Fpa 3z und Fpa —p(n) fiir alle n € N den Widerspruch
N E Jzp, Vr—e.

Der erste Unvollstédndigkeitssatz ldsst sich nun wie folgt formulieren.

Satz 2 (Godels Erster Unvollstédndigkeitssatz). Jede durch ein primitiv rekursives
Axiomensystem X axiomatisierte, (w-)konsistente Theorie T' D PA ist unvollstan-
dig; d.h., es gibt eine Aussage v € Egr, sodass weder Fp v noch Fp —v gilt. Es gibt
zudem eine primitiv rekursive Funktion, die einer X reprasentierenden Formel ein
solches ~ zuordnet.

Der Beweis des 1. Unvollsténdigkeitssatzes beruht mafigebend auf dem Fixpunkt-
lemma 4] das wir fiir gddelisierbare Theorien formulieren, d.h. solche Theorien, die
wie PA eine Godelisierung gestatten.

Definition 3 (Godelisierbarkeit). Eine Theorie T' C L heift gddelisierbar, falls £
godelisierbar ist und eine Folge (n),en variablenfreier Terme in £ existiert, sodass
Fr n # m und die Funktion zf : N — N, n — n primitiv rekursiv ist.

Beispiel. Die Theorie PA ist godelisierbar — im Vortrag [3] iiber die Gddelisierung
von Formeln ist eine solche fiir £, explizit angegeben. Auch die Theorie ZFC kann
godelisiert werden.

Dazu erinnern wir an die fiir eine Variable x € L,, definierte Substitutions-
funktion sb, : N> — N, gewissermaken die Godelisierung der Substitution. Thre
definierende Eigenschaft ist als Teil von (Bh) angefiihrt.

Lemma 4 (Fixpunktlemma). Es sei T C L eine godelisierbare Theorie, = eine
Variable und sb, in T reprisentierbar. Dann existiert fiir jedes a = «a(x) € L
eine Aussage v € £°, sodass v =7 a(™y7).
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Beweis. (Lemmal]). Es seien 1, 22, y von x verschiedene Variablen und sb(x1, 2, y)
eine sb, reprisentierende Formel. Per Definition von Représentierbarkeit und der
Substitutionsfunktion gilt dann fiir jede Formel ¢ = ¢(x) € £ und jedes n € N:

(sb)  sb("¢,n,y) =1 (y =sbe(o,n) =1 (y = @) =1 (y = "¢(n)").

Definiere B(x) := Vy (sb(a:,x, y) — a%). Dann ist v := 3("37) ein Fixpunkt von «
im Sinne der Aussage des Lemmas, wie die folgende Umformung zeigt:

7=y (o077 ) — o) Er vy (y =B )7 — oL)

xT

=Vy (y =" — a%) =a("y).

O

Beweis. (Satz[). Es sei bewr durch bewr représentiert. Mit bub(x) := Jybewr(y, )
gilt dann gemiif [3] (Reprisentationssatz), fiir jede Aussage ¢ € L2,

(1) Fr @ = Frbub(Tp?).
Ist nun v € £, ein Fixpunkt von —bwb(x) geméR des Fixpunktlemmas H so folgt
(2) v =7 —bwb (7).

Wir zeigen, dass v unabhéngig von T ist: Falls b1 ~, so auch Fr bwb("y™) nach
(). Dann ist nach (@) aber Fr —bwb("v") ein Widerspruch zur Konsistenz von T
Also ¥p v. Angenommen, -7 —y. Dann gilt auch 7 bwb("y™") nach (@), also

(3) Fr ybewr(y, "y 7).
Da T konsistent ist, gilt ¥ v und somit fiir alle n € N: Fp —bewr(n,"y"). Zu-
sammen mit [B]) widerspricht dies jedoch der w-Konsistenz von T'. Also gilt ¥ —y

womit insgesamt folgt, dass v von T unabhéngig ist.
Die Konstruktivitéit folgt aus jener des Beweises des Fixpunktlemmas. O

Abschliefsend formulieren und beweisen wir noch eine populdre Version des ers-
ten Unvollstandigkeitssatzes. Im Unterschied zu Satz [2] ist der Beweis jedoch nicht
konstruktiv; er beruht auf dem Nichtreprasentierbarkeitslemma

Satz 5 (Godels Erster Unvollstdndigkeitssatz, Version). Jede konsistente, rekursiv
axiomatisierbare, arithmetische Theorie T' O PA ist unvollsténdig.

Lemma 6 (Nichtreprisentierbarkeitslemma). Es sei T eine godelisierbare Theorie.
Dann ist T nicht in T représentierbar.

Beweis. (Lemma [6]). Angenommen, T wird durch 7 = T(x) € Lg reprasentiert.
Dann gilt insbesondere fiir jede Aussage a € £

R) Fra < bp-or(Tal).
Ist nun aber v € £° ein Fixpunkt von —7(z) gemif des Fixpunktlemmas F so gilt
(F) by & br —r(Ty7)
und die Wahl o« =« in (R) ergibt mit (E)) den Widerspruch ¥7 v < Fr 7. O

Beweis. (SatzBl). Ware T vollstdndig, so geméf [3] auch rekursiv. Dann wére aber
T im Widerspruch zum Nichtreprasentierbarkeitslemma in T reprisentierbar. [
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