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Dieses Skript basiert mehrheitlich auf dem Kapitel 7.1 aus Einfihrung in die Mathe-
matische Logik von Wolfgang Rautenberg [RW].

1 Einleitung

Das Ziel dieses Vortrages besteht darin, den Grundbaustein fiir den Beweis des 2. Unvoll-
stindigkeitssatzes zu legen, welcher im nichsten Vortrag behandelt wird. Dieser besagt,
dass fiir eine hinreichend strenge konsistente axiomatisierbare Theorie 7" C L nicht
die Konsistenz von 7' nicht innerhalb der Theorie beweisbar ist. Wir werden nun die
sogenannten Ableitungsbedingungen fiir die Theorie PA nachweisen, welche iiber die
Beweisbarkeit von beweisbaren Formeln innerhalb von PA Aufschluss geben und aus
denen dann im nachsten Vortrag der 2. Unvollstindigkeitssatz gefolgert wird.

Konvention 1.1. 1. Sei T' C L eine gddelisierbare Theorie; das heisst, dass £ gode-
lisierbar ist und es eine Folge von Grundtermen 0,1, ... gibt.

2. Der Einfachheit halber schreiben wir jeweils o - g F ~ fiir o - § und 8 F ~; und
analog a - =~ fiir a - S und g =~.

3. Wir fithren die Abkiirzung 3! wie folgt ein: fiir o = a(x) € L sei Jza := Jza A
Vzy(a A a2 — z=y), mit y ¢ var a. Insbesondere kénnen wir nach (A1) “wie
gewohnt” einen Beweis von 3!z« in einen Existenz- und einen Eindeutigkeitsbeweis
aufteilen.

2 Die Ableitungsbedingungen

Definition 2.1. Sei bewr das in [AA] definierte p.r. Pridikat. Geméss dem Repriisen-
tationssatz (Satz 1 aus [WD]) gibt es dann eine Formel bewr, welche bewr(y, x) in T
reprasentiert. Wir definieren folgende Abkiirzungen:

1. O(x) := bwby(z) := Jybewr(y, x)

2. Ua := bwa%, gesprochen 'box a’.



3. Cony :=-0L, wobei L := 0 # 0 eine Kontradiktion ist.

Somit ist 7 Oa ist die Formalisierung der Beweisbarkeit von « innerhalb von 7. Die
Vertriglichkeit einer Formel o € £° mit T lisst sich durch ¢y —O-ca formalisieren.

Definition 2.2. Wir definieren die Ableitungsbedingungen fiir 7" wie folgt:
Fiir alle o, § € L°:

(Dl) }_T (67 :>|_T |:|Oz7
(D2): Fr Oa ANO(a — g) — 05,
(D3): Fr Oa — OO

Gemiss dem Deduktionstheorem kénnen wir (D2) und (D3) dquivalent schreiben als
(D2) : O(a — B) b Oa — OB fiir alle o, 8 € L° bzw. (D3') : Oa by 00« fiir alle
a e L0

Die Bedingung (D1) besagt, dass wenn fiir « ein formaler Beweis in der Theorie T
existiert, dann kann man innerhalb von 7' zeigen, dass a beweisbar ist. Des Weiteren
beschreibt (D2) den Abschluss von 7 Oa unter dem Modus Ponens und (D3) stellt die

Formalisierung von (D1) innerhalb von T dar.

Bemerkung 2.3. Aus (D1) und (D2) folgt (D0) : a bFr 8 = Oa Fp 0P fiir alle
a, B e L

Daraus folgt insbesondere, dass Cony unabhéngig von der Wahl der Kontradiktion L
ist.

Beweis. Nach dem Deduktionstheorem ist a Fp (8 gleichbedeutend mit Fr a — f.
Mit (D1) folgt dann Fr O(a — £) und (D2') impliziert Fr Do — OF und somit
Oa F7 OB. ]

Im Folgenden werden wir nun zeigen, dass die Ableitungsbedingungen in PA gelten.
Lemma 2.4. Die Theorie PA erfillt (D1).

Beweis. Gemiss Korollar 7 in [WD] haben wir: Fiir alle a € L, : Fpa v =
}_pA bWpr lal — . ]

T

Bemerkung 2.5. Die Umkehrung von (D1), also (D1*) : Fr Oa = k7 a, gilt im
Allgemeinen nicht; sie ist aber fiir 7' = PA erfiillt: Angenommen es gibt ein a € £°
so dass Fra nicht erfiillt ist, so gilt nach Korollar 7 in [WD]| Fpa —bewpa(n,"a™) fiir
alle n € N, also N |= Vy—bewpa(y, ™). Falls Fpa Oa = Jybewpa(y, ™), und somit

N = Jybewpa(y, "a™), was ein Widerspruch ist.



Definition 2.6. Eine Funktion f € F, heisst in T' definierbar, wenn es ein oy =
d¢(Z,y) € L gibt mit

(a) o d5(d, fa) fiir alle @ € N,
(b) Fr Vb, (7, 1).

Dann wird f durch 6¢(Z,y) in T représentiert und y = fo' <> 67(Z,y) ist eine legitime
explizite Definition eines ebenfalls mit f bezeichneten Symbols in 7'. Insbesondere gilt
dann b7 fa = fd fiir alle @ € N™.

Fiir den Nachweis von (D2) und (D3) mochten wir diese Definiton noch etwas ver-
schirfen. Dazu bendtigen wir aber zuerst folgende

Definition 2.7. 1. Wir definieren spezielle 31-Formeln wie folgt:

(i) Fiir z,y, z paarweise verschiedene Variablen sind Sx = y, z + y = 2z und
x -y = z spezielle ¥;-Formeln.

(ii) Sind «, 8 spezielle ¥1-Formeln, so auch aAS, aVf3, ag, af (fallsy ¢ gbda), Ira
und (Vo < y)a (fiir y ¢ var a) .

2. Eine Formel o € L, heisst X1 — Formel, falls sie in PA zu einer speziellen ¥-
Formel dquivalent ist (d.h. a =pa 3, wobei 3 spezielle ¥;-Formel).

Definition 2.8. Eine rekursive Funktion f € F, heisst Xi-definierbar in PA oder
beweisbar rekursiv, falls es eine ¥1-Formel 0(%, y) gibt, welche (a) und (b) aus Definition
2.6 erfiillt.

Insbesondere ist (a) dquivalent ist zu

(2"): N |= 64(a, fa) fiir alle @ € N",

was direkt aus Satz 6.3.1 in [RW] (X;-Vollstandigkeit von PA) folgt. Dieser besagt, dass
jede in NV wahre ¥;-Aussage bereits in PA beweisbar ist.

Beispiel 2.9. Die 2-stellige p.r. Funktion +(a,b) := a + b ist beweisbar rekursiv mit
repriasentierender Formel §,(x,y,z) = z=x + y: Nach Definition ist §, eine spezielle
Y1-Formel, und erfiillt wegen Fpaa +b=a+ b (siche (C1) in [SM]) klarerweise (a). Die
Existenz in (b) ist trivial, und die Eindeutigkeit ergibt sich aus d,(z,y,2),d(x,y, 2’)
Fpaz=o+y, 2 =x+ybpaz=2".

Im Folgenden seien n,v,i,... Variablen von L,.. Wir bezeichnen mit ¢, d in PA

definitorisch eingfiihrte einstellige Funktionen, welche noch von weiteren Parametern
abhéngen diirfen. Wir verwenden die Abkiirzung ¢, := ¢(v) fiir alle v.
Wegen dem Représentationssatz kdnnen wir die Funktionen rest, 3 sowie die Prédikate
|, L in PA représentieren; wir verwenden jeweils wieder dasselbe Symbol. Wir schreiben
ab jetzt kurz Buv fiir B(u,v). Wir kénnen nun den Beweis des Chinesischen Restsat-
zes sowie die Eigenschaft der B-Funktion (siche Propositionen 3 und 5 in [WD]) auch
innerhalb von PA formulieren und beweisen:



Lemma 2.10. Seien ¢, d beweisbar rekursiv. Dann gelten folgende Aussagen:
1. Fpa Vn[(Vr,i,5 <n)(c, <dy, A (i # j — d; L d;)) = Ja(Vv < n)rest(a,d,) = ¢,].

2. Fpa VeIu(Vv < x)e, = Buw.

Beweis. Tm Wesentlichen kann man den zahlentheoretischen Beweis beider Aussagen auf
PA iibertragen; Fiir einen detaillierten Beweis siehe [GJ], Seiten 11-12 (fiir 1.) sowie 13-
14 (fiir 2.). Dabei wird im Wesentlichen der zahlentheoretische Beweis beider Aussagen
aus |WD| auf PA iibertragen. Siehe dazu auch Beispiel 3.1. O

Satz 2.11. Jede p.r. Funktion f ist beweisbar rekursiv. Im Fall f = Op(g,h) sind die
Rekursionsgleichungen fiir f beweisbar rekursiv.

Beweis. Wir machen Induktion iiber den rekursiven Aufbau der p.r. Funktionen. Sei
dazu f eine beliebige p.r. Funktion. Dann trifft einer der folgenden drei Falle auf f zu:

e Sei f eine Anfangsfunktion: Falls f die Konstante 0 bzw. die Nachfolgerfunktion
S bzw. die Projektionsfunktion I ist , so sind vy = 0, v; = Svy und v,, = v, die
definierenden Formeln (vergleiche dazu mit Beispiel 2.9).

e Sei f = hlg1,...,gm], wobel g1, ..., gm, h beweisbar rekursiv sind mit definieren-
den Formeln §,,(Z,y) bzw. 0,(y,y) fiir g; bzw. h. Wir definieren nun §;(Z,y) =
YN, 04 (Z, i) NOn(¥,y)). Da oy, 0, X1-Formeln sind, ist dies auch d;. Fiir jedes
i € N gilt: N = 8,,(@,b;) und N |= 6,(b, hb) wobei b; := g;@. Somit gilt auch
N E AL 0g, (@, b;) A 5h(E, h_g) = AL, 0g,(@, b;) A (5h(E, fd), da nach Voraussetzung
fa@ = hb gilt. Mit Partikularisierung ergibt sich dann (a’). Da (b) fiir g; gilt, erhal-
ten wir: Fpa VZ3y;0,, (7, y;) fiir alle ¢. Daraus folgt Fpa Y23y AL~ 0, (Z, v;). Nun
konnen wir (b) fiir A anwenden, und erhalten Fpy Jyd, (7, y) und mit Generali-
sierung Fpa VZ3yd, (v, y). Es folgt dann Fpa VZ((3G7 AL, 04 (Z,v:)) A Byon(¥, y)),
woraus wir .

ea VY3 65, (T, 1:) A on(§,y)) = ViTydr(Z,y)
i=1
schliessen konnen. Somit erfiillt § (7, y) die Existenz in (b). Die Eindeutigkeit folgt
aus der Eindeutigkeit von (b) fiir d,, und 6.

e Sei f = Op(g,h), wobei g,h beweisbar rekursiv sind. Somit kénnen wir die
Symbole g, h definitorisch einfiihren und in PA verwenden. Dasselbe gilt auch
fiir die B-Funktion, da diese nur mittels Oc definiert wird. Nach Voraussetzung
gilt: f(a,0) = ga und f(a,Sb) = h(a,b, f(d,b)). Wir betrachten 0;(Z,y,z) =
Juy(u, T,y, z) mit

Y(u, Z,y,z) == Bud = g A (Vv < y)BuSv = h(Z, v, Buv) A Buy = z.
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Insbesondere ist 07 eine X;-Formel, weil 3, g und h ¥;-definierbar sind.

Seien nun @ € N", b € N beliebig. Wir setzen ¢; := f(d, ) fiir alle i < b. Gemaéss
Proposition 5 in [WD] gibt es dann ein ¢ € N mit 3(c, i) = ¢; fiir alle i < b. Damit
erhalten wir bereits N = v(¢, d, b, f(d,b)), und mit Partikularisierung folgt auch
N = 64(d,b, f(d,b)), also haben wir (a’) tiberpriift.

Fiir (b) zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit. Dazu weist man induktiv {iber y nach,
dass y(u, Z,y,2) Ay(u', Z,y,2") Fpa (Vo < y)Buv = Bu'v gilt und erhélt dann ins-
besondere v(u, Z,y,z) A y(u',Z,y,2") Fpaz = 2. Der Induktionsanfang folgt aus
v(u, Z,0,2),v(u',Z,0,2") Fpa Bul = gZ, Bu'0 = gZ Fpa Buld = B0

Fpa (Vv < 0)Buv = Bu'v. Den Induktionsschritt fithrt man mit analogen Argu-
menten.

Auch die Existenz Fpa 3204(Z, y, 2) zeigt man per Induktion iiber y. Fiir eine detail-
lierte Beweisfiihrung sei auf [GJ|, Seiten 15-17 verwiesen. Insbesondere verwendet
man dazu 2. in Lemma 2.10.

Nun miissen mir noch nachweisen, dass die Rekursionsgleichungen in PA gelten; konkret
bedeutet das:

(1) Fea f(7,0) = g7, (2) Fpa f(Z,Sy) = M(Z,y, f(ZT,y).

Nach der Konstruktion von d; gilt Fpa d¢(Z, 0, gZ) und aus der Definition von f folgt
Fpa 0¢(Z,0, f(#,0)). Damit erhélt man (1) mit der Eindeutigkeit in (b).

(2) zeigen wir per <-Induktion iiber y. Diese besagt: Vo((Vy < z)a? — a) FpaVra

fir jede Formel a.. Dazu definieren wir o(Z,y) := f(Z, Sy) = h(Z,y, f(Z,y)). Wir set-

zen ¢ := (Vv < y)ay, also ist zu zeigen: § Fpa . Wir haben tpa 64(Z, Sy, (7, Sy)) =
Juy(u, T, Sy, f(Z,Sy)), also insbesondere Fpp BuSy = h(Z,y, Buy) A BuSy = f(Z,Sy)

Fea f(Z,Sy) = h(Z,y, Buy)(*). Zusétzlich erhalten wir Fpa (Vv < Sy)BuSv = h(Z, v, Buwv) (*x).
Wir wissen geméss [LF|: Fpay =0V 32(Sz=1y). Nach (—=2) geniigt es zu zeigen:

(7’) Y, Y= 0 I_PA o, (ZZ) @, ElZ(SZ:y) l_PA .

(i) folgt direkt aus (1) und (x).

Fiir (i7) folgern wir aus (xx) ¢, 32(Sz = y) Fpa Buy = h(Z, z, Buz) und dann zeigt man
induktiv iiber z nach Definition von ¢ leicht ¢, 32(Sz=1y) Fpa Buy = f(Z,y). Mit (%)
kénnen wir nun schliessen ¢, 32(Sz =y) Fpa f(7, Sy) = h(Z, y, f(Z,y)), also (i7). Damit
ist auch (2) bewiesen. O

Fiir den Nachweis von (D2) betrachten wir zuerst:

(D2%) : bewpa(u,z) A bewpa(v, 2=>y) Fr bewpa(u x v * (y),y),

wobei wir die p.r. Funktionen = % und y — (y) gemiss Satz 2.11 in PA definitorisch
einfithren konnen.



Lemma 2.12. Die Ableitungsbedingung (D2) folgt aus (D2%).

Beweis. Da = in PA definierbar ist, gilt "o — g7 = v — Q%ﬁ = Ta 'S4 und

mit (D2*) folgt dann bewpa(u, ") Abewpa (v, o — 57) Fpa bewpa(uxvx("57),757).
Durch Partikularisierung erhalten wir (D2). O

Wir méchten nun (D2*) sowie die Eigenschaft
(D27) : O(x) AO(x>y) Fea O(y),

welche wir fiir den Beweis von (D3) benutzen werden, nachweisen. Dazu formulieren wir
diese Eigenschaften zuerst in N.

Wir erinnern hier kurz an folgende Pridikate, die in [AA] eingefiihrt wurden, wobei
hier 7" eine beliebige Theorie mit Axiomensystem X sei.

beweisp(b) : <= b € Gz& (Vk < (b)P(b,k) mit P(bk) : <= [(b), € X U
A oder (3i, j < k)(b); = (b);7>(D)4],

bewr(b, a) : <= beweisy(b) &a = (b),,4>
bwbr(a) : <= Fbbewr(b,a).
Diese Pradikate erfiillen folgende Eigenschaften:
Lemma 2.13.
1. bewy(c,a) & bewr(d, a=b) = bewr(c* d * (b),b), fir alle a,b,c,d,
2. bwbr(a) & bwbr(a—=b) = bwby(b), fir alle a,b.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung sind ¢,d € Gz und somit gilt v := c*xd x (b) € Gz
und mit ¢, d # 1 folgt auch u # 1. Wir haben fu = ¢(cx d * (b)) = bc+ ld + ((b) =
lc+0d + 1. Fiir k < Le gilt (u), = (c), € X UA oder (3i,5 < k)(u), = (c), =
(c);=(c)y = (u);~(u),- Somit haben wir P(u, k) fiir alle k < lc nachgewiesen,
und analog zeigt man P(u, fc + k) fiir alle k& < ¢d mit Hilfe von (u),., = (d), fiir
alle k < (d. Fiir k = fc+0d haben wir: (u) ., g1 = (d) 55 = 60 = ()00 (1),
womit auch P(u, lc + ¢d) erfiillt ist. Insgesamt haben wir also 1. bewiesen.

2. Folgt direkt aus 1.
O

Indem wir Lemma 2.13 fiir 7' = PA in PA formalisieren, also deren Beweis inner-
halb von PA durchfiihren, erhalten wir (D2*), (D2**) aus 1. respektive 2. Fiir genauere
Ausfithrungen der formalen Beweise sei auf [BG|, Kapitel 2, insbesondere Seiten 37-44
verwiesen.



Wir erinnern hier kurz an die in [WD] eingefiihrte Substitutionsfunktion: Fiir a € N sei
7f a := (a)" die Gddelzahl von a. Damit definieren wir sby(m) := m, sb,(m,a) := [m]%e

sowie induktiv sbz,(m, @, a) := sb,(sbz(m, @), a). Nach Satz 10 in [WD] gilt dann fiir alle
a(Z) € L, und fiir alle @ € N™ : sbz(d, @) = (az(a@))

Lemma 2.14. Dann gelten folgende Gleichungen Fir alle o, B € L, und fir alle a €
N" a € N gelten folgende Gleichungen:

1. sbz((a A B),d) = sbz(a, d) ﬂsbf(ﬁ',ﬁ), und analog fir =, — und V.
2. sbz(&, @) = sbg(d,d') mit T so, dass var ¥ = var @ N freia und d' = 7'(a).
3. Seit € {0,y,Sy} und b € {0,a,Sa}. Dann gelten:

(i) sba(c, @,b) = sha(cit

(i) sbgy (&, a@,b) = sbz,(at,d,a), falls v ¢ varZ,y ¢ gbda, (also o, L kollisions-
frei).

Beweis. Im Wesentlichen folgen die Eigenschaften aus der Definition von sbz sowie dem
oben genannten Satz 10. Wir beweisen nur 1., und zwar induktiv iiber die Lange n von
Z. Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Nun zum Induktionsschritt:

sbz:((a A B),d,a) = be(Sbf((OZ A B)

a), falls x ¢ freia oder y € var .
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Fiir =, — und V verliduft der Beweis analog. O

Da die Substitutionsfunktion sbz p.r. ist, ist sie beweisbar rekursiv und wir kénnen
sie in PA explizit definieren; wir verwenden dafiir dasselbe Symbol. Somit konnen wir
die Gleichungen aus Lemma 2.14 wie folgt formalisieren:

Lemma 2.15.
1. Fpa sbz("(a A B)7, %) = sbz("a™, £)Asbz(" 87, Z) und analog fiir -, — und V.

2. Fpa sbz("a™,7) = sbz("a™, &) mit vard’ := varZ N freia. Insbesondere gilt dann
fiir Aussagen o € L,,° (also mit freia = 0): Fpa sbz(Ta™, ¥) = sby("a) = "a.

3. Seit € {0,y,Sy}. Dann gelten:

(i) Frasbz(Ta™, 7, t) = sbz("at™, @), falls v ¢ freia oder y € var 7,
(i1) Fpasbz(Ta™, @, t) = sbz (Tt ™, Z,y), falls x ¢ var Z und y ¢ gbda.



Definition 2.16. Ab jetzt verwenden wir () = bwb(x) im eingeschriankten Sinne
mit T = PA. Fiir eine Formel a@ = a(Z) definieren wir O[a| := bwbpa M

Bemerkung 2.17. Nach der obigen Bemerkung gilt Fpasbz("a™, Z) = sbz("a™, )

mit vard’ = freic«. Wir konnen also ohne Einschrinkung freid[a] = frei«a anneh-
men. Fiir Aussagen o € £, gilt nach 2. in Lemma 2.15 Fpa sbz (Ta™, ) = Ta’, also
insbesondere O[a] =pa Oa. Mit Generalisierung ist Fpa O[a] dquivalent zu Fpa VZO[q]

und wiederspiegelt den Sachverhalt 'Fpa (@) fiir alle @’

Beispiel 2.18. Sei a(z,y) = Sz = y. Wir mochten zeigen: « Fpa O[a]. Nach Definition
von « ist dies dquivalent zu Fpa (D[a])%, denn (D[a])%, Sx =1y FpaO[a]. Nach 3. in
Lemma 2.15 gilt dann Fpasb,, ("o, z,Sz) = sbx(r&%—',x), also geniigt es Fpa O[f]
mit f(z) = a% = Sz = Sz zu iiberpriifen. Dazu betrachten wir die Funktion 3 :

a— B(a) .= shy, (B, a) = B(g), welche p.r. ist und nach Konstruktion die Godelzahl von
B(a) bezeichnet. Wegen Satz 2.12 ist [ in PA definierbar und wir verwenden wieder
dasselbe Symbol. Nach dem Axiom A9 (t=t) ist (5(a)) ein arithmetisierter Beweis
von 3(a) = (Sa=Sa)". In PA formalisiert bedeutet das: Fpa bewpa((3(2)), 3(z)), also

Fea 3ybewea(y, 8(z)) = O(sb.("7), 2)) = O[4].
Lemma 2.19. Fiir Formeln o = (%) und 8 = B(Z) gilt:
1. Fpaa = Fpa O],
2. Ola — B] FpaOla] — O[],
3. Ola]t =pa Ofat] fiir t € {0,y, Sy} mit y ¢ gbd a.

Beweis. 1. Wir nehmen an Fpa «, somit gilt auch Fpa VZa und nach (D1) Fpa OVZar.
Ein Beweis von VZa liefert dhnlich wie in Beispiel 2.18 fiir jedes @ € N” in p.r.
Welse einen Beweis fiir o(d@) geméss dem Axiom A5 (dieses besagt: Vayp — @< falls

o, L kollisionsfrei sind). Wenn wir dies in PA formalisieren, erhalten wir: OVZo
l_PA D(Sb ('_Oé—l _;)) = D[Oz]

2. Wir setzen sbz("a™, 7),sbz(" 87, &) fiir x,y in (D2*") ein:
O(sbz("a™, Z)) AO(sbz("a™, ) =sbz(" 7, 7)) Fpa O(sbz("57, 7). (%)

Nach 2. in Lemma 2.15 gilt: Fpasbz("a™, ) 5sbz("57, 7) =sbz("a — 57, ), also
folgt die Behauptung mit dem Deduktionstheorem.

3. Folgt mit Rechnung aus 3. in Lemma 2.15.



Satz 2.20. Sei 0 : Ly — Lq ein Operator mit freida C freia fir alle o € L, der
folgende FEigenschaften erfillt:

d1: Fpaa = Fpada,

d2: 0(a — B) Fpada — 07,

ds: (Oa)t =pa O(ark), wobei t € {0,y, Sy}, fir einy ¢ gbd .
Dann gilt (x) : o Fpa Oav fiir alle ¥1-Formeln o € L,

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 0 mit dl und d2 auch folgende Bedingungen erfiillt
(wobei sich diese auch auf beliebige Theorien T" verallgemeinern lassen):

d0: o "pAﬁ = Jo l_pA 85
d00: o =pa B = Ja =pap 85
dN: O(a A B) =pa O A\ D.

Der Beweis von d0 verlduft genau gleich wie derjenige von (D0) geméss Bemerkung 2.4
und d00 ist eine direkte Konsequenz von d0. Wegen aA 8 Fpa v, B folgt mit d0 : d(a A S)
Fpa O, 08 Fpa 0 A 0. Umgekehrt gilt wegen d0 und d2: a Fpa S — a A S = Oa
Fpad(B — a A B) = da Fpa 0B — O(a A B) und somit folgt da A 95 Fpa d(a A 5) mit
dem Deduktionstheorem. Damit haben wir auch dA gezeigt.

Es geniigt die Behauptung fiir spezielle ¥;-Formeln nachzuweisen.

e Sei a die Formel Sz = y. Wegen tpp Sz = Sz gilt nach dl: Fpp 9(Sx = Sx) =
8(&%). Aus ds erhalten wir dann Fpa (8&)% und mit (=) erhalten wir o = (Sx =
y) "pA 80./.

e Sei o die Formel x + y = z. Analog wie vorher kénnen wir schliessen y = z
Fpa O(y = z) (*). Wir zeigen per Induktion iiber x FpaVyz(aw — Oa). Fiir den
Induktionsanfang verwenden wir o2 =pa y = z und erhalten mit d00 : 9(a2) =pa

Oy = z). Aus () folgt dann a2 Fpa O(a2) =pa ()2, also Fpa a2 — (0a)2 =

(o = 0)2 =pa Vyz(a — Oa)2. Fiir den Induktionsschritt benutzen wir a% =pa

T

a5Z woraus dann aa% =pa 052 folgt. Damit gilt Vyz(ow — 0a) Fpa Vy (o — Oa)
Fpa a% — (8@)% =pa Oé% — 804% Fpaa®l — 0032 = (0 — 00)3E =p,

Vyz(a — dar) 52
e Fiir die Formel x - y = 2 verlduft der Beweis analog.

e Sei aw = B Ay, wobei (3, die Eigenschaft (x) bereits erfiillen. Dann folgt nach dA:
BAYFpaB,7 FpadB, 07 Fpa 08 A Oy Fpa0(B A 7).

e Seiia = [V~ wobei fiir 8,7 (%) bereits erfiillt ist. Dann gilt wegen d0: 5 Fpa 0
Fpa (B V 7) und analog fiir 7, also ergibt sich insgesamt 5V vy Fpa 9(5 V 7).
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e Sei a = Jxf mit [ Fpa dB. Dann folgt aus 8 Fpa dxS mit dO auch S Fpp 05 Fpa
O(3xf). Nun kénnen wir wegen = ¢ frei 03z vordere Partikularisierung anweden,
was Jx[ Fpa 0dz S impliziert.

e Falls @ = AL mit § Fpadf. Daraus und mit ds kénnen wir folgern SL Fpa

(08)5 =ea 0(B%)

e Sei nun a = (Vo < y)f mit y ¢ varf, wobei § Fpa 0 erfiillt ist. Wir verwenden
nun Induktion iiber y um zu zeigen, dass auch « Fpa O gilt. Wegen d1 und ds folgt
a% Fpa 8(@%) =pa (8@)8 und daher ist der Induktionsanfang ozg Fpa (8@)% erfiillt.
Fiir den Induktionsschritt verwenden wir a% =pa a A\ B2 sowie B Fpp O(BY) wie
wir soeben gezeigt haben. Dies liefert mit Hilfe von dA und d00 nun a% A (o —
D) =pa aABLA (v = 0a) Fpa DA BL Fpp D AD(BL) =pa (A BYL) =pa O(aSE),

woraus wie gewiinscht a — da Fpa a% — 8(04%) folgt.
[
Daraus kénnen wir nun folgern:
Corollar 2.21. Die Theorie PA erfillt die Ableitungsbedingungen (D1) — (D3).

Beweis. (D1) und (D2) haben wir bereits vorhin verifiziert, es bleibt somit nur noch
der Nachweis von (D3). Sei also o« € L, beliebig. Geméss Lemma 2.19 erfiillt der
Operator 9f := O[f] die Bedingungen d1,d2 und ds und wegen Bemerkung 2.17 gilt
freid[p] = freif, also erhalten wir mit Satz 2.20 5 Fpa O[] (*) fiir alle 3;-Formeln
B € ‘Car-

Insbesondere ist gemiss Satz 4.2 in [RW] (Reprisentationssatz; jede rekursive Funktion
und jedes rekursive Pridikat ist durch eine Y;-Formel représentierbar) § := O« eine
Y1-Aussage. Mit (k) ergibt sich nun Oa Fpa O[0a] = O0a, also (D3). O

3 Anhang

Beispiel 3.1. Exemplarisch fiir die Ubertragung von zahlentheoretischen Aussagen in
PA zeigen wir:
Fpa (V2 > 1)3p(primp A p | x),

wobei wir y | <> Jz(y - z = x) sowie prim(p) <> p > 1 AVa(z |p — (zx =1V =p))
definitorisch einfiihren. Wir beweisen dies ganz analog zum Beweis im Modell A/, indem
wir die Behauptung fiir y < = annehmen und dann Fallunterscheidung machen, ob
x bereits prim ist oder nicht (die Moglichkeit der Fallunterscheidung kommt bei der
Schlussregel (=2) zum Ausdruck). Der Einfachheit halber verwenden wir ohne Beweis
einige (in PA leicht zu {iberpriifende) Eigenschaften:

(@ylzy#atpay<z, O ylz,za>1kpay>1, (¢)z]y,y|ztez]|
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Wir wenden nun die <-Induktion auf a(z) := 2 > 1 — Jp(primp A p | ) an; wir
miissen also zeigen: Fpa f — amit 3 := B(r) := (Vy < x)aZ. Dann folgt die Behauptung
mit dem Deduktionstheorem und Generalisierung. Nach (—2) geniigt es nachzuweisen:

(1) B, primz Fpa «, (2) B, —primz Fpa .

Zuerst zeigen wir (1): Mit (P6), (P3) und (P2) erhalten wir FpaVz(z -1 =20+ 2)
FpaVe(x-1=04z) FpaVa(z- 1=z bpaz-1 =2 bFpady(z-y = x) =z | x. Also folgt
B, primz Fpa primz Az | & Fpa Ip(primp A p | ) Fpa a.

Nun zeigen wir (2):

—primx =pp ~(z > 1)V (Vz(z |z = (2 =1V 2z =1)))
=pp (z>1)VIz(-(z|z = (z=1Vz=1)))
=pa (x>1)VIz(z |z Az # LNz #x).

Wir wenden erneut (—2) an fiir die Fallunterscheidung x > 1 bzw. =(z > 1).
Offensichtlich gilt g, =primx, —~(z > 1) Fpa a.

B, —primz,z > 1tpa F2(z |z A2#1A2zF#2) AN Vy <2)(y>1— Ip(primp Ap|y))
Fpa Jz(z |z Az# 1ANzF# oA (Vy <z)(y > 1— Ip(primp Ap | y)))

(a)
Fpa Jz(z |z Az#1Az<zAVy <z)(y>1— Ip(primp Ap|y)))
Fpa 3z(z |2 A2 # 1A (2> 1— Ip(primp Ap | 2)))

(b)
Fpa 32(2 | @ A Jp(primp A p | 2))
Fpa Jz3dp(primp Ap | z A z | x)

(e)
Fpa 3z3p(primp A p | z) =pa Ip(primp A p | ).

Somit haben wir auch (2) iiberpriift. Insgesamt folgt also die Behauptung.
Mit diesem Beispiel kann man dann die eindeutige Primfaktorzerlegung in PA zeigen,
was wiederum fiir den Nachweis von (D2) verwendet wird.
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