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Das Folgende ist eine wenig verdnderte Exposition des Abschnittes 1.6 aus [1]. Bis auf
explizit angegebene Zusitze sei die Notation dieselbe wie in den bisherigen Vortrigen.

Definition 1 (Das Kalkiil r). Die logische Signatur bestehe aus A, =. Nach wie vor sei
a — = =(a A —f) und man definiere die folgenden Formelmengen:

Al::{(a—>ﬁ—>’y)—>(a—>,6’)—>(a—>’y)’a,ﬁ,’y€]:}
A2:={a—>6—>aA,@"a,ﬁ€f}
AS::{(a/\B—)a),(a/\ﬁﬁﬁ)‘a,,Be]:}

M= {(a— —8) = (8= -a)|a,B e F}

Die Vereinigung A := Uj‘zl A; wird das logische Aziomensystem des Kalkiils b genannt.
Man bemerke, dass sidmtliche Elemente von A Tautologien sind. Fiir eine Formel o € F
und eine Formelmenge X € P(F) sei ein Beweis fiir a aus X (im Kalkiil ;) ein Tupel
(0, - -+, ¢n) € F* ! mit den Eigenschaften

o Vke{0,....,n}:(pr € XUAoder 3i,j <k:¢;=p;— )
® V¥p = Q.

Falls ein Beweis fiir @ aus X (im Kalkiil fv) existiert, schreiben wir X o und sagen
a ist aus X beweisbar. Wir nennen r Hilbert-Kalksiil.

Bemerkung 2. Wir kénnen  auch direkt als die kleinste Menge  C P(F) x F mit
den Eigenschaften

e VX eP(F)VaeF:(aeX = (X,a)ep)
e VX e P(F)VyeA: (X,y) e
e VX e P(F) Vo, € F: ((X,a),( X,a—=p)eph= (X,08) €l



definieren, wobei wir X |~ « schreiben falls (X,a) € |~. Ahnlich kann I als kleinste
Untermenge von P(F) x F mit den Eigenschaften (AR), (MR), (A1), (A2), (—=1) und (—2)
aufgefasst werden; auch die Menge aller Formeln wurde analog definiert. Diese Tatsache
erlaubt es uns jeweils Induktionsargumente zu fithren. Wir werden einen entsprechenden
Induktionssatz auch fiir |~ sehen.

Beispiel 3. Ein moglicher Beweis fiir a A § aus {a, 8} ist
(o, B, = B —=aNB,f—alB,anp).

Beispiel 4. Da Beweise von a und a — [ zu einem Beweis von § zusammengesetzt
werden koénnen, haben wir

Xha,a—p = XS

Bemerkung 5. Wir kénnen die Definition von |~ auch in der Terminologie der ur-
spriinglichen Definition vom Kalkiil - formulieren. So kann mann |~ auffassen als
Gentzen-Kalkiil mit den Regeln

Xhal|Xhba—p
Xpooy Xh 6

Die dritte (Schluss-)Regel wird Modus Ponens genannt und wir werden h#ufig bei Beweisen
im Kalkiil |~ sagen eine Formel folge aus zwei vorherigen durch Modus Ponens (MP). Aus
dieser Sichtweise sei bemerkt, dass eine besondere Eigenschaft von [~ gegeniiber F die
Présenz einer grossen Menge an Anfangsregeln und einer verhéltnismissig kleinen Menge
an Schlussregeln ist. Im Fall von |~ haben wir nur eine Schlussregel. Eine Motivation
hinter solch einer Strukturierung ist die Tatsache, dass wir auf der héchsten Metaebene
nur Modus Ponens fiir das Erlangen von neuem Wissen verwenden. Jedoch befinden wir
uns hier im Bereich der Philosophie und es wird gewiss auch andere Sichtweisen geben.
Ein weiterer Grund fiir die Einfithrung vom Hilbert-Kalkiil ist rein technischer Natur:
Herleitungen in F sind endliche Folgen von Paaren (X, a) € P(F) x F und Beweise in
sind endliche Folgen von Formeln. Dies mag unschuldig aussehen, doch stellt es sich als
sehr niitzlich heraus bei der Godelisierung von Beweisen.

(ae X e P(F)) (yeA) ,

Xk a

Bemerkung 6. Da ein Beweis in p nur endlich viele Formeln enthélt, gilt offensicht-
lich ein Analogon des Endlichkeitssatzes fiir - auch fiir |~. Offenkundig ist auch die
Monotonieeigenschaft von p:

X' D Xhba = X'ha

Der folgende Satz erspart uns in Zukunft Eigenschaften von Formeln a mit Xp «
jedesmal induktiv iiber die Lidnge eines Beweises fiir o aus X nachzuweisen.



Satz 7 (Induktionssatz fiir pv). Sei X gegeben und £ eine Figenschaft von Formeln mit
(E1) Yo e XUA: Ea

(E2) Va,p € F: (Ea,E(a — ) = EPB)

Dann gilt Ea fiir alle « mit X a.

Beweis. Wir beweisen mittels Induktion iiber die Lénge n eines Beweises ® von « aus X.
Falls n =1 so ist « € X UA und damit £« nach (E1). Nehme also an n > 1 und £y gilt
fiir alle Formeln ¢ mit Beweisen einer Lénger kleiner n aus X. Ist « € X U A so befinden
wir uns im vorherigen Fall; sei also a ¢ X UA. Dann aber enthélt ® Glieder f und 8 — «
mit Beweisen einer Linge kleiner n, denn jeder Anfang eines Beweises ist ein Beweis. Es
gelten also £ und £(8 — «) nach Induktionsannahme und somit Ea nach (E2). O]

Eine einfache Anwendung von Satz 7 ist das folgende Korollar:

Korollar 8 (Korrektheit von pv). Fiir alle X € P(F) und a € F gilt:
Xpba = XFa

Insbesondere sind alle aus A in |~ beweisbaren Formeln Tautologien.
Beweis. Sei Ea die Eigenschaft ' X F o’ fiir fixes X. Wende nun Satz 7 an. 0

Unser Ziel ist es nun die Vollstandigkeit von |~ zu zeigen. Hier wird eine weitere
Figenart vom Hilbert-Kalkiil zum Vorschein kommen: es werden viele eher technische
Ableitungen von Regeln nétig sein um es erst einmal zum Laufen zu bringen. Dies ist
nicht weiter iiberraschend wenn die grosse Menge an Anfangsregeln und die kleine Menge
an Schlussregeln beachtet wird. Wie iiblich stehe  a fiir @p .

Lemma 9. Fir alle X € P(F) und o, 8 € F gilt:
1. Xba— - = XN P -«
2. hba—f -«
3. ha—a

4. b a—

5. B — 08—«
Beweis. 1. Xp(a—=8) = (8 — —a) (A4)
Xha——f (Annahme)
Xp B — -« (MP)
2. pPBA-a— (A3)

Fa—=-(BA-a)=a—F—a (1)



3.

Fla—=(a—a)—a)=w(a—sa—a)sa—a

Fa—(a—a)—a
Mla—sa—a) > a—a
Pa—a—a

Pa—a

roa— -a (3)
|'v o — T (1)

~ B A—a =

(A3)

[\)

AGA/-\A
\‘_/z y
-
N—

=
=

MB—=a(-BA-a)=F—F—a (1)

Teil 5 dieses Lemmas ergibt sofort, dass p die Regel (—1) von F erfiillt, also

Xlwﬁa_'ﬂ = XINOZ

Wegen A2, A3 erfiillt v sicher auch (A1) und (A2). Wir beweisen nach Abschluss einiger
Vorbereitungen auch die Regel (—2) fiir i und erhalten danach leicht das gewiinschte
Vollsténdigkeitsresultat.

Proposition 10 (Deduktionstheorem). Fiir alle X € P(F) und o,y € F gilt:
X,aby = Xpba—1.

Beweis. Wir beniitzen den Induktionssatz fiir . Es bedeute Ev jetzt "X o — 7. Zum
Nachweis von (E1) sei v € X U{a}UA. Ist v = a, gilt X|~ a — v nach Teil 3 von
Lemma 9. Ist v € X U A, so gilt sicher X}~ . Weil auch X[~ v — o — v nach Teil 2
von Lemma 9, folgt X o — v mit MP. Zum Nachweis von (E2) seien 8 und =, so dass
Xk a— B,a — B — v nach Induktionsannahme. Zweimalige Anwendung von MP auf
die Tautologie (&« — 8 — v) = (o = ) = (a — ) € Al ergibt offenbar X o — 7.
Damit ist (E2) bestétigt und die Proposition bewiesen. O

Lemma 11. Fir alle « € F gilt: b - — .
Beweis. Sei 7 € A. Dann gilt:

——a A Cap S, (
oA ﬂo[|~ -T (—|1)

o o—a A Do — T (Proposition 10)

7T — a(mma A ) (Teil 1 von Lemma 9)
ro(ma A a) = ma— a (MP)



Lemma 12. Das Kalkiil ; erfillt die Regel (—2), d.h. wenn X, S a und X, -5k a, so
Xp a.

Beweis. Sei T € A. Dann gilt:

X, B o und X, -8k « (Annahme)

X, Bk == und X, —fpr 7« (MP und Teil 4 von Lemma 9)
Xph p— ma,=f = (Proposition 10)

Xp -a — =f und X —a — == (Teil 1 von Lemma 9)

X, ~ap —f,——05 (Monotonieeigenschaft und MP)
X, —ap -7 (—1)

Xp - — =7 (Proposition 10)

X 71— o (Teil 1 von Lemma 9)

Xp (MP)

Xk «a (Lemma 11 und MP)

Satz 13 (Vollsténdigkeitssatz). Das Kalkiil t~ ist gleich der Folgerungsrelation F.

Beweis. Nach Korollar 8 gilt |~ CkF. Weil |~ alle Basisregeln von F erfiillt, ist FC |~.
Nach dem Vollsténdigkeitssatz fiir - sind F und F identisch, also FC fv. O

Insbesondere gilt also v a <= F «a, d.h. genau die 2-wertigen Tautologien lassen
sich mittels MP aus dem Axiomensystem A gewinnen.

Es soll angemerkt sein, dass man die Vollsténdigkeit von p auch ohne Riickgriff auf -
beweisen kann. Hierzu bedarf es lediglich einer Anpassung der entsprechenden Lemmata,
die fiir die Vollsténdigkeit von - verwendet werden.

Bemerkung 14. Es mag iiberraschend klingen, dass A1-A4 bereits ausreichen, um
alle aussagenlogischen Tautologien zu gewinnen. Dass A hier dennoch alle Tautologien
abzuleiten gestattet, liegt daran, dass — definiert wurde. Wiirde man — als eigenstédndigen
Junktor betrachten, wéire dies nicht mehr der Fall. Um dies einzusehen, &ndere man die
Interpretation von = durch die Erklirung =0 = =1 = 1. Auch dann erhalten alle Axiome
von A bei jeder Belegung den Wert 1, ebenso wie auch alle aus A mit MP herleitbaren
Formeln, nicht jedoch z.B. die Formel ——p — p, die anders als in Lemma 11 behauptet,
dann nicht herleitbar sein kann.
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