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Die folgenden Ausfiihrungen iiber die Semantik elementarer Sprachen sind
eine geringfiigig verénderte Exposition des Abschnitts 2.3 aus [1]. Wenn nicht
anders vermerkt entspricht die Notation derjenigen der vorangegangenen Vor-
trage.

Definition 1 (Modell). Ein Modell M sei ein Paar (A, w) bestehend aus
(i) einer L-Struktur A.

(ii) einer Belegung w : Var — A, = — z".

Man bezeichnet 74, f4, ¢* und 2 auch mit »", fM, M und 2M. Der Tréiger
von A wird auch Trager von M genannt.

Ein so definiertes Modell M weist jedem Term t einen Wert aus A zu,
der mit t" oder t¥ bezeichnet wird. Fiir Primterme ist dieser Wert durch w
festgelegt. Fiir die iibrigen Terme definieren wir:

Durch Terminduktion ergibt sich nun, dass t* nur von den in ¢ vorkom-
menden Symbolen abhingt. In diesem Sinne ist +* wohldefiniert, denn fiir
zwei Modelle M und M’ die auf allen in ¢ vorkommenden Variablen und
Symbolen iiberseinstimmen gilt tM = ™', Fiir ¢ = (ty, ..., t,) schreiben wir
M fir (tM, . M),

Manchmal ist es von Nutzen ein Modell zu betrachten bei dem einer bestimm-
ten Variablen x aus der Variablenmenge ein fixer Wert a aus A zugewiesen
wird. Wir definieren dazu zunéchst:

oy Jyv, fallsy#x
wi(y) =

‘ a, fallsy==x



und setzen M? = (A,w?), d.h. M% unterscheidet sich von M nur auf
der Variablen z. Diese Konstruktion ldsst sich fiir # = (z1,...,2,) und @ =
(aq, ..., a,) verallgemeinern. Wir definieren

Mg = (L ((MED52)- )5 (1)

Ty

Nun konnen wir eine Erfiillungsrelation zwischen Modellen und Formeln de-
finieren (zum Vergleich siche Bemerkung 3.2 aus Vortrag 1).

Definition 2 (Erfiillungsrelation). Wir definieren die Erfillungsrelation =
zwischen einem Modell M = (A, w) und einer Formel ¢ rekursiv iiber ¢
indem wir folgende Eigeschaften fiir = fordern:

(=) MEs=t & sM=tM

(r) M rt < rMM,

N MEaAp & MEaund M = fP).
() ME-a & MEa.

(V) M EVra < (M?=a fir alle a in A).

Gilt M = ¢, so sagen wir M erfillt ¢ oder ,, M ist ein Modell fiir ¢ “.
Man schreibt auch A = plw] fiir M = .

Wenn X eine Formelmenge ist und M |= ¢ fiir alle ¢ aus X gilt, schreiben
wir M E X und sagen , M ist ein Modell fir X “.

Bemerkung 3. Da V, —, <> und J im vorangegangenen Vortrag sinnent-
sprechend durch A, = und V definiert wurden gelten auch:

(V) MEaVp & MEaoder MEp.

(=) ME(@=0) & MEa=MED).

() MEaef & MEas MED).

(3) M =3z ¢ < (M = ¢ fiir ein gewisses a € A).

Schreiben wir VZ fir Va, -- -V, ldsst sich mit Gleichung (1) folgende
Verallgemeinerung von (V) formulieren:

M EVip < M fir alle @ € A™. (2)



Beispiel 4. Fulls x ¢ var t, dann gilt M |= Jz x =1t fir jedes Modell M.
Beweis:

Sei M ein beliebiges Modell. Nach (=) ist © = t < 2™ = tM.

Nach (d) ist M =dz o =1t & M? =2 =t fiir ein gewisses a € A.
Offensichtlich erfiillt a = t* diese Bedingung. Nach Voraussetzung ist z ¢
var(t). Fiir alle a in A gilt demnach t™M = tM= also insbesondere fiir a = tM.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Voraussetzung x ¢ var(t) ist essentiell, da z.B. M = 3z =z = fz nur
dann erfiillt ist, wenn f mindestens einen Fixpunkt hat.

Definition 5 (Erfiillbarkeit, Tautologie, semantische Aquivalenz). .

(i) Eine Formel ¢ heisst erfillbar, wenn ein Modell M existiert, das ¢
erfiillt. Analog heisst eine Formelmenge X erfillbar wenn ein Modell
M fiir X existiert.

(ii) ¢ heisst allgemeingiiltig oder Tautologie, wenn jedes Modell ¢ erfiillt.
Man schreibt = ¢.

(iii) o und § heissen semantisch dquivalent, o« = /3, wenn fiir jedes £-Modell
M gilt:
MEae MEB.

Man sagt ,In A gilt ¢“ und schreibt A E ¢ wenn (A, w) | ¢ fiir alle
Belegungen w gilt. Analog schreibt man fiir eine Formelmenge X A = X
wenn A = o fiir alle ¢ aus Xgilt. Erfiillt jedes Modell von X auch die Formel
¥ so schreibt man X |= ¢ und sagt ,Aus X folgt 1 “.

Beispiel 6. A = Vz3dy x # y falls der Trager von A mindestens zwei
Elemente hat.

Beweis:

Sei M = (A,w) und a € A. Nach Vorraussetzung existiert ein b # a. Also
gilt M3 |= 2 # y nach (=). Per Definition von (3) folgt M2 k= 3y = # y.
Da a beliebig war folgt M = (A,w) | Vzdy y # = fir jede Belegung w.
Dies bedeutet per obiger Definition A = Vax3y y # x und die Behauptung
ist bewiesen.

Man stellt sich nun die Frage warum eine Unterscheidung von Modellen
und Strukturen iiberhaupt notig ist. Ein wichtiger Grund liegt darin, dass das
sogenannte tertium non datur “, d.h. es gilt entweder M |= ¢ oder M £~ ¢,
fiir Modelle gilt, jedoch fiir Strukturen im Allgemeinen nur fiir Aussagen
zutrifft. Letzteres wird der aus dem Koinzidenzsatz folgen, den wir spéter
beweisen. Wir betrachten zur Verdeutlichung dieser Tatsache zunéchst
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Beispiel 7. Hat A mindestens zwei Elemente so gilt weder A = x =y noch
AEz £y

Bewers:

Da A mindestens zwei Elemente hat, konnen wir sowohl eine Belegung w; mit
x™t # y*1 . als auch eine Belegung wy mit x*? = y*? wahlen. w, falsifiziert
A E x = y und analog wy A |= x # y. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Beispiel 8 (elementare Gruppentheorie). Wiahlen wir die Sprache 1. Stufe
L{o,e, '} kann dass ,,iibliche* Axiomensystem fiir Gruppen in Formeln und
Aussagen in dieser Sprache formuliert werden. Man fordert

VaVyVz ro(yoz) = (xroy)oz, Vrxwoe=umx, Vrzoz '=e (3)

und erhélt aus diesen Axiomen die Aussagen und Sétze der elementaren
Gruppentheorie. Die Klasse der £-Strukturen die diese Axiome erfiillen, ist
genau Klasse aller Gruppen.

Beispiel 9 (geordnete Mengen). Ein Axiomensystem fiir geordente Mengen
erhélt man durch folgende Formeln in einer geeigneten Sprache erster Stufe

Ve (z £ x), VaVyVz (s <y ANy <z—z<z), VaVy(ze #Fy -z <yVy<uz)

(4)
Wiederum ist die Klasse aller Mengen die diese Axiome erfiillen genau die
Klasse der geordneten Mengen.

Nach diesen einfiihrenden Beispielen und Definitionen werden wir im nun
folgenden Teil einige Aussagen iiber die Semantik elementarer Sprachen for-
mulieren und beweisen. Wir beginnen mit dem

Theorem 10 (Koinzidenzsatz). Sei ¢ eine Formel in einer elementaren
Sprache. Sei freip CV CVar und seien M und M’ Modelle iiber demselben
Triger A so dass

(i) 2™ = 2™ fiir alle Variablen x aus V.
(i) (M= M fir alle in @ vorkommenden nichtlogischen Symbole C.
Dann gilt M = < M | .

Beweis. Durch Induktion iiber ¢: Der Wert eines Terms ¢ héngt nur von den
in t vorkommenden Symbolen ab. Nach Voraussetzung gilt dann t™ = M’

(r) Sei r eine Relation. Dann gilt

M E ng rMM (igi) MM (Q&gi) MM g M E rt.



(=) Der Beweis fiir = ist genau analog zu dem obenstehenden von (7).

(N MEarBeMEa, BB MEaBe MEAAS
(=) Analog zu (A).

(V) Es gelte M = Vo ¢ und es sei a € A gegeben, mit M? | ¢. Wir
definieren V' := V U {z}. Dann gilt frei(p) C V C V'. Zudem stimmen
M2 und M5 auf V' {iberein. Also folgt M’} = ¢ aus M = ¢ nach
Induktionsannahme. Jedoch war a € A beliebig. Nach (V) folgt also
M' E Vz ¢ aus M | Vz ¢. Die Implikation in die Gegenrichtung
erfolgt indem man M und M’ vertauscht.

Damit ist die der Koinzidenzsatz bewiesen. O

Korollar 11 (tertium non datur). Fir eine beliebige L-Struktur A erfiillen
Aussagen a einer Sprache 1. Stufe das sogenannte ,tertium non datur “, d.h.
es gilt entweder A |= « oder A = —a.

Beweis. Das Korollar folgta ausTheorem 10 mit V' = () [

Korollar 12. Fualls x ¢ frei(y) gilt fir jede Formel ¢
Ve o=@ =3z ¢ (5)

Insbesondere konnen bei der Formulierung von Aussagen in der Sprache 1.
Stufe tberflissige Quantoren weggelassen werden.

Beweis. Da x ¢ frei(y) setzt man M’ = M fiir ein beliebiges a aus A und
V :=frei(y) und erhélt mit Theorem 10: M | ¢ & M2 = .

MEVx ¢

& (Ml = fir alle a in A)
S MEp

& (M | o fiir ein a in A)
S METrp

]

Korollar 13. Die Erfillbarkeit einer Formel @ hdngt nur von den in @ vor-
kommenden Symbolen ab. Desweiteren ist die Erfillbarkeit von ¢ in (A, w)
nur von den durch w festgelegten Werten der freien Variablen abhdngig.

Beweis. Theorem 10 mit V = Var. O



Bevor wir zur Definition eines Prédikates kommen koénnen, fithren wir
noch eine weitere Notation ein und zeigen

Lemma 14. Sei A C B, M = (A,w) , M' = (B,w) mit w: Var — A.
Dann gilt fir alle Terme t: tM = tM'

Beweis. Beweis durch Terminduktion. Die Behauptung ist klar fiir alle Prim-
terme, da deren Werte schon durch w festgelegt sind. Es gilt nach Indukti-
onsannahme fiir i € {1,...,n} : tM = tM. Daraus folgt

(ft1---to)M = MM, M) = P MY = (fty )M
und das Lemma ist bewiesen. O

Falls eine Formel ¢ nur von Z abhéngt, in Zeichen ¢ = ¢(¥), und @ € A
gegeben ist, ist folgende Notation sinnvoll nach Korollar 13: Falls w(Z) = d
und (A, w) |= ¢ so schreiben wir A = (@) und t(Z) = t4(a).

Definition 15. Priadikat

Fiir eine Formel ¢ = ¢(Z) heisst p* := {@ € A" | A |= (@)} das von ¢ in
A definierte Pradikat. Ein Pradikat P C A™ heisst in A definierbar, wenn es
eine Formel ¢ gibt mit P = ¢4

Bemerkung 16. Sei A C B.Im Allgemeinen gilt p* = pPNA" nicht, wie das
Beispiel A = (N, +) C (Z, +) verdeutlicht. Denn ¢ := 3z z+y = x entspricht
in (N,+) dem <-Priadikat (< (z,y)) := 3z z + 2 = y, ist in (Z,+) jedoch
eine Tautologie. Fiir quantorenfreie Formeln ¢ gilt jedoch ¢ = o8N A. Das
néchste Theorem wird zeigen, dass diese Bedingung sogar kennzeichnend fiir
A C B ist.

Theorem 17. Substruktursatz
Fiir Strukturen A, B mit A C B sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ACB

(i) A= ¢(@) < B = (@) fir alle quantorenfreien Formeln ¢ = ¢(Z) und
alle @ in A™.

(ii)) A = ¢(@d) < B | ¢(a) fir alle Primformeln ¢ = (&) und alle @ in
ATL

Beweis. [(i) = (ii)]

Es geniigt M := (A, w) E ¢ & M := (B,w) = ¢ fir alle w : Var — A zu
zeigen. Fiir Primformeln folgt die Aussage aus Lemma 14 . Die Induktions-
schritte iiber =, A, und— erfolgen genau wie im Beweis von Theorem 10.
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[(i2) = (iii))]

Da jede Primformel insbesondere quantorenfrei ist, ist die Implikation trivial.
[(i1i) = (4)]

Wir miissen zeigen, dass A sowohl unter Relationen r als auch unter Opera-
tionen f abgeschlossen ist. Sei @ € A" und o’ € A

(r) 3 o Al (@) @ (B = ri@) & ra

(f) fAa=d & AE (fi=y)ad) E BE (f=y)@d) & ffi=d.

Da (r) und (f) fiir alle @ und o’ gelten, folgt die gewiinschte Implikation und
der Substruktursatz ist bewiesen. O

Bevor wir ein wichtiges Korollar des Substruktursatz definieren konnen,
bendtigen wir eine weitere

Definition 18 (V- und 3-Formeln, V- und 3- Aussagen). Seien « eine Formel
(bzw. Aussage) und § eine quantorenfreie Formel (bzw. Aussage) in einer
Sprache 1. Stufe.

1. « heisst V-Formel (bzw. V-Aussage), falls a = VZ .

2. « heisst 3-Formel (bzw. 3-Aussage), falls a = 37 5.
Beispiel 19 (Anzahlaussagen). Sei n > 2.Wir definieren:

Jdy:=3drgx9o =29 und I, :=dxy-- -2, /\ T £ Tj
i<j<n

Dann bedeutet

1. 4, ,,Es gibt mindestens n Elemente®.

2. =34, ,,Es gibt hochstens n — 1 Elemente®.

3. 4, A —3,41 ,,Es gibt genau n Elemente®.

Korollar 20. Sei A C B. Dann gilt jede in B giiltige V-Aussage 5 auch in
A. Umgekehrt gilt jede in A giiltige 3-Aussage o auch in B.

Beweis. Sei d € A™. Nach Vorraussetzung gilt § = VZ5’ mit 5 quantorenfrei.
Angenommen B = VZf'. Dann gilt B = f'(d) & A = p'(d) nach dem
Substruktursatz. Da a beliebig war gilt also

B ViB = A= Vg (6)

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung beobachtet man zunéchst, dass
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1. B |- 375 dquivalent zu B |= Vi[5 ist,
2. A EVZ-p" dquivalent zu A = 37— ist.
Ist nun o := -’ folgt durch Negation der Aussage 6
AEIZd = BEIT
und das Korollar ist bewiesen. O

Als néchstes zeigen wir eine Verallgemeinerung von Sétzen wie ,,Das iso-
morphe Bild einer Gruppe ist wieder eine Gruppe “oder ,,Gilt eine Aussage
in einem Korper K, so gilt sie auch in jedem zu K isomorphen Korper.*

Theorem 21 (Invarianzsatz). Sei v : A — B ein Isomorphismus von L-
Strukturen und n > 0. Dann gilt fir alle o = (&) und alle @ in A™:

A ¢(@) < B |= ¢(i(d)) (7)
Inbesondere gilt fiir alle Aussagen o von L : A= a < B | a.

Beweis. Sei M = (A,w) , M' := (B,w') mit v’ : Var — B,z > i(z").
Dann ist die Behauptung dquivalent zu

MEpe M Eeq. (8)

Fiir den Beweis des Theorems verifiziert man zunichst, dass o(tM) = M’
fiir alle Terme ¢ nach Definition von M’ gilt. Dann beweist man (8) durch
Induktion {iber ¢ analog zu den Beweisen der vorangegangen Theoreme. Fiir
n = 0 erhélt man die zweite Aussage des Invarianzsatzes. O]

Abschliessend untersuchen wir das Verhalten der Erfiillungsrelation un-
ter Substitutionen. Es zeigt sich dass eine Einschrankung der zugelassenen
Substitutionen notwendig ist um den Substitutionssatz beweisen zu konnen.
Wir geben daher zunéchst folgende

Definition 22 (Kollsionsfreiheit). Eine Formel ¢ und eine Substitution £
heisst kollisionsfrei, wenn y ¢ gbd(yp) fiir alle y aus var(¢) \ {z} gilt. Fiir eine
globale Substitution o heisse ¢ und o kollisionsfrei, wenn ¢ und % fiir jedes
x kollisionsfrei sind.

Sei nun M = (A, w) ein Modell und o eine globale Substitution. Wir
definieren %7 := ()™ fiir alle 2 € Var und damit M := (A, w?). Mittels
Terminduktion zeigt man, dass dann die folgende Gleichung gilt:

oM = M7 (9)



Theorem 23 (Substitutionssatz). Sei M ein Modell, ¢ eine Formel und o
eine globale Substitution. Dann gilt Fir alle kollisionsfreien ¢ und o

ME 7 & M Eo. (10)
Insbesondere gilt dann M = ng & ./\/lg = @ falls ¢ und }; kollisionsfrei sind.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢.
Nach Gleichung (9) gilt tM” = t°M. Daraus folgt

ME(t=t) etM=toeM o tM =t} o M7 =t =t,

Analog verfahrt man fiir die Induktionsschritte iiber r, A und —. Der Induk-
tionsschritt iiber V erfordert mehr Arbeit. Sei dazu ¢ = Vo o und

. Jy?, fallsy#x
v x, fallsy==x
Wir zeigen zunéchst:
(M3)" = (M7); (11)
Fir y # x gilt

(M)™ TMg o MG oM M (M2)e

) =Y yor=y =Y =Y
und fiir y = x gilt

T(M3)

a\T
M = o =z =a=x

also gilt Gleichung (10) allgemein.
Nun zeigen wir den Induktionsschritt iiber V:

M (Vo )

< M E Vz o (Nach Definition von 1)

& MS E o fir alle a in A (Nach (V))

& (ME)" E afiir alle a in A (Nach TA, da «, 7 kollisionsfrei)
& (M) = o fiir alle a in A ( Nach (10) )

o M = Vo

Damit ist der Substitutionssatz bewiesen. O
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