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Dieses Skript stiitzt sich auf das Kapitel 3 aus Finfiihrung in die Men-
genlehre von Heinz-Dieter Ebbinghaus [1].
In diesem Vortrag werde ich die Axiome von Zermelo-Fraenkel vorstellen
und dann einige wichtige Begriffe der Mathematik definieren, insbesondere
Relationen, das kartesische Produkt und den Funktionsbegriff.
Die Zermelo-Fraenkel Mengenlehre wurde nach Ernst Zermelo (1891-1965)
und Abraham Adolf Fraenkel (1891-1965) benannt. Heute ist sie Grundlage
fast aller Zweige der Mathematik. Die Axiome von Zermelo-Fraenkel (ZFC):

e Ezistenzaziom (Ex):
Jrx=x

Extensionalititsaziom (Ext):

Vey(Vz(z €z z€y) > x=1y)

Schema der Aussonderungsaziome (Aus): Zu jeder Formel ¢ (z,Z)
enthélt das Schema das Axiom:

VZVe yVz(z €y z€xNp(z,T))

(Bemerkung: mit Aus bezeichnen wir die Menge der Schemata.)

Kleines Vereinigungsmengenaziom (U-AX):

Vey JwVz(z€xVz ey — 2 € w)

Grosses Vereinigungsmengenaxiom (| J-Ax):

VX JyVr z(zx e X ANzex —z€vy)

Potenzmengenaziom (Pot):

Ve Iy Vz(zCx—2€y)



o Unendlichkeitsaziom (Inf):

Eia:(”@ea:”/\Vz(zex%zU{z}6:1;))

(Notation: wir schreiben ”() € 2 fiir Vy (Vz (z€y—z#2)—>yc w))

e Schema der Ersetzungsaziome (Ers): Zu jeder Formel ¢ (z,y, Z) enthélt
das Schema das Axiom:

V:E'(V:E Iy o (2,9, %) = Yu v Voy (z € uh @ (z,y,%) =y € v))
(Bemerkung: mit Ers bezeichnen wir die Menge der Schemata.)

o Fundierungsaxiom (Fund):
VX<”X7£ 0" > de(zeXA-Fyye XAy 6:6))),

d.h.:
VX<”X £0 5> @@e XA"zNX = @”))

(Notation: wir schreiben "X = (7 fir Ay y € z, und 7 X # (" fiir
~(Ayy€x))

o Auswahlaziom (AC, Axiom of Choice):
VX(V:py(x6X/\y€X—>x7é@/\(33:y\/azﬁy=@))

—>E|YV$($€X—>EIzYﬂx:{z}))

Ein Universum A = (A, €) von "Mengen”, welches die Axiome von ZFC
erfiillt, hat folgende Eigenschaften, welche wir mit den entsprechenden Axio-
men nennen (bemerke, dass a, b, ¢, d Elemente von 4 bezeichnen):

e (Ex): Es gibt eine Menge, d.h. A # () (Bemerkung: nach unserer De-
finition einer Struktur ist es eigentlich unnétig, dieses Axiom zu for-
dern).

(Ext): Umfangsgleiche Mengen sind gleich.

(Awus): Zu jeder Formel ¢ (z, Z) gilt im Universum A: Zu allen ay, . .., a,
und jedem a gibt es ein b, so dass: c€ b c€aAp(c,al,...,an).

(U-Ax): Zu je zwei Mengen a; und ay gibt es eine Menge, die alle
Elemente von a1 und ay enthalt.

(IU-Ax): Zu jeder Menge a gibt es eine Menge, die alle Elemente der
Elemente von a enthélt.



(Pot): Zu jeder Menge a gibt es eine Menge, die alle Teilmengen von
a enthélt.

(Inf): Es gibt eine Menge, die die leere Menge enthilt und mit jedem
c auch c U {c}.

(Ers): Zu jeder Formel ¢ (x, y, ¥) gilt im Universum A: Fiir alle ay, . . ., ay:
Wenn es zu jedem ¢; genau ein ¢y gibt mit ¢ (¢1,c2,a1,. .., a,), so gibt

es zu jedem a ein b, das zu jedem a; € a das ag mit ¢ (1, c2,a1,...,an)
enthélt.

e (Fund): Jede nicht leere Menge besitzt ein €-minimales Element (Be-
merkung: mit diesem Axiom kann man die Existenz von Zyklen ag €
ag A+ ANap—1 € ap N ay, € ag ausschliessen).

e (AC): Zu jeder Menge a von nicht leeren, zueinander disjunkten Men-
gen gibt es eine Menge b, die von jedem Element von a genau ein
Element enthélt.

Wir definieren Z°=Ex+Ext+Aus+U-Ax+| J-Ax+Pot+Inf. Die Axio-
me von Z° bilden das Zermelosche Axiomensystem der Mengenlehre ohne
Auswahlaxiom und ohne Fundierungsaxiom. In meinem Vortrag werde ich
nur Z° betrachten, welches genug ist, um das kartesische Produkt und den
Funktionsbegriff zu definieren.

Zur Notation: mit A = (A, €) werden wir im folgenden eine Struktur

bezeichnen, welche Z° (oder eine Teilmenge dieser Axiomen) erfiillt, i.e.

AR 70,

1 Zur Extensionalitit und Aussonderung

Existenzaxiom (Ex) FEs gibt eine Menge, i.e.: 3x © = x.

Dieses Axiom besagt, dass das Universum (eine gegebene Welt von Men-
gen) nicht leer ist.

Extensionalititsaxiom (Ext)

Umfangsgleiche Mengen sind gleich, i.e:Vxy (Vz(z Ex <> 2z €y) > x =y).

Bemerke, dass man mit diesem Axiom Mengen nur unter quantitativen
Gesichtspunkten betrachtet.

Definiere z Cy:=Vz(z € x — z € y).

Satz 1.1. Ext EVzy(z CyAyCax—x=y).



Man verwendet diesen Satz, um die Gleichheit von Mengen in einem
Universum zu beweisen.

Bemerkung 1.2. Fiir ¢ € y sagen wir z ist Element von y; fiir x C y sagen
wir x ist Teilmenge von y.

Schema der Aussonderungsaxiome (Aus)

Zu jeder Formel ¢ (z,#) enthélt das Schema das Axiom:

VZVx JyVz(z ey z€xAp(z,T)).

In Termen von Mengen: Zu jeder Formel ¢ (z, ¥) gilt im Universum A:
Zu allen ai,...,a, und jedem a gibt es ein b, so dass: ¢ € b + ¢ €
aNg(c,al,... an).

Falls b die Bedingung Ve(c € b<» c€ a N (c,aq,...,a,)) erfillt, dann
ist b nach Ext eindeutig bestimmt. Es folgt deshalb diesen Satz, der Aus
verstarkt:

Satz 1.3. Zu allen ay,...,a, und allen a € A gibt es genau ein b (€ A),
das gerade diejenigen Elemente ¢ von a enthdlt, fir die ¢ (c,a1,...,ay) gilt.
In Formeln:

Ext, Aus =V ZVx 37 y Ve (z €y 2z €z Ap(2,1)) (1)

Bemerkung 1.4. Das Schema Aus enthilt unendlich viele Axiome. Es
folgt, dass das Axiomensystem von Zermelo und Frinkel unendlich ist.

Satz 1.5. Fir allea € Aist c:={b € a | b ¢ b} ¢ a. In der logischen
Sprache:

Ext,Aus)sz(Vy(Vz(z€y<—>z€x/\z¢z))—>y§éx>. (2)
Beweis. Die Menge c ist wohldefiniert, denn es gilt:
Aus =Vx JyVz(z €y z€x Nz ¢ z)

Nehme an, dass ¢ € a. Es gilt, dass ¢ € c oder ¢ ¢ c. Falls ¢ € c ist ¢ ¢ c;
falls ¢ ¢ c ist ¢ € ¢. Wir erhalten, dass ¢ € ¢ nur genau dann, wenn ¢ ¢ c.
Das ist nicht moglich. Also ist ¢ ¢ a. O

Aus obigem Satz folgt:

Korollar 1.6. Fiir alle Mengen a gibt es eine Menge, die nicht in a enthal-
ten ist. Also gibt es keine Menge, die alle Mengen enthdlt. In der logischen
Sprache: Ext, Aus |= Az Yy y € x.



Definition 1.7 (Die leere Menge). Sei a € A. Wir definieren () := (4 :=
{b € a|b#b}. Diese Menge heisst die leere Menge; sie ist wohldefiniert und
eindeutig bestimmt, denn es gilt:

Ext,Aus =¥z I y Ve (z €y z€a Az #2).

Definition 1.8 (Durchschnitt zweier Mengen a; und as). Zu jedem a; und
ay € A existiert die Menge a3 Nag := Ve (¢ € a; A ¢ € ag), denn nach Aus:

Aus =V Ve Jy Vz(z €y 2z €x1 Az € x9) .
Seien a1, ao, ag und a € A. Es gilt:
o die Kommutativitat: a1 Nag = as Nay
e die Assoziativitéit: (a1 Nag) Nasz = a3 N (a2 Nas)
eanh=10

Definition 1.9 (Durchschnitt aller Elemente einer Menge a).

Falls a € A eine nicht-leere Menge von nicht-leeren Mengen ist, gibt es ein b €
a (nicht-leer). Wir definieren die Menge (a:={c€b|Vd(d € a — c € d)}.
Sie ist wohldefiniert, denn es gilt:

Aus = VX Vx 3sz<z€y<—>z€x/\Vw(w€X—>z€w)>.

Falls a € A leer ist, definieren wir ()a := 0.

Definition 1.10 (Mengentheoretische Differenz zweier Mengen a und b).
Zu jedem a und b € A existiert die Menge a \ b :=Vc(c € aAc ¢ b), denn
nach Aus:

Aus EVxVee JyVz(z €y 2z €x1 A2 ¢ x2) .

2 Zu den Axiomen der Mengenvereinigung

Im Kapitel 1 haben wir aus Ex, Ext und Aus die Existenz des Durchschnitts
und der mengentheoretischen Differenz bewiesen, nicht aber die Existenz der
Vereinigung zweier Mengen.

Beispiel 2.1. Betrachte das Universum Ay = {0, {0}, {{0}}}. Die Triger-
menge Ao erfiilllt Ext und Aus, nicht aber U-Ax. Also: {Ext, Aus} [~
U-Ax. Nach dem Vollsténdigkeitssatz (den wir spéter behandeln werden):
{Ext, Aus} £~ U-Ax — {Ext, Aus} I/ U-Ax. Deshalb ist U-Ax nicht aus
Ext und Aus beweisbar.



Kleines Vereinigungsmengenaxiom (U-Ax)

Zu je zwei Mengen a1 und ag gibt es eine Menge, die alle Elemente von a
und ag enthdlt., i.e.:

Vey JwVz(z€xVzey — z€w).

Definition 2.2 (Vereinigungsmenge von a und b). Seien a; und as Mengen.
Nach U-Ax gibt es eine Menge b, so dass Vc € a1 Ve € as — ¢ € b. Wir
definieren die Menge a1 Uag :={a € b | a € a; Va € as}. Sie existiert, denn:

U— Az, Aus EVxy Vaa Ve Jy Vz(z €y z€x AN (z €1V 2z €x9)).
Seien a1, ag, az und a € A. Es gilt:

o die Kommutativitit: a1 Uas = as U aq

e die Assoziativitét: (aq Uag) Uas = a1 U (ag U as)

e aUl=a

Grosses Vereinigungsmengenaxiom (| J-Ax)

Zu jeder Menge a gibt es eine Menge, die alle Elemente der Elemente von
a enthdlt., i.e.:
VX JyVaez(zre X Nzex—>z€y).

Definition 2.3 (Vereinigungsmenge von a). Falls a eine nicht-leere Menge
von nicht-leeren Mengen ist, gibt es nach | J-Ax eine Menge d, so dass Vb €
a(c€b— ced). Wir definieren die Menge | Ja := {c € d|Ib(b€aAc€Eb)}.
Sie existiert, denn es gilt:

U—Aw,Aus):V:BVX EIsz(zeszeX/\Elw(wEx/\zew)).

Die Vereinigungsmenge von a besteht genau aus den Elementen der Ele-
menten von a. Falls a € A leer ist, definieren wir (Ja := 0.

Bemerkung 2.4 (Distributivgesetze). Seien aj, az und a3 € A. Es gilt:
. (a1Ua2)ﬁa3 = (alﬂag)u(agﬂag)
° (a1ﬂa2)Ua3 = (a1Ua3)ﬂ(a2Ua3)

Bemerkung 2.5. Man kann statt U-Ax (das kleine Vereinigungsmengenaxi-
om) das sogenannte Paarmengenaziom (Pa) wihlen, in Worten:

Zu je zwei Mengen a und b gibt es eine Menge, die a und b als Elemente
entdlt.



Seien a und b Mengen. Nach dem Paarmengenaxiom existiert eine Menge
d, die a und b als Elemente enthélt. Wir definieren die Menge {a,b} := {c €
d | c=aVc=b}, die sogenannte Paarmenge von a und b (die genau a und
b enthilt). Sie ist wohldefiniert, denn es gilt:

Pa, Aus = Vx1 Vo Yy EIsz(zEszey/\(z:acl\/z:azg)).

Aus dem Paarmengenaxiom, Aus und | J-Ax kann man U-Ax beweisen,
denn fiir a und b ist J{a, b} offenbar gerade deren Vereinigung.

Bemerke auch, dass mit dem Potenzmengenaziom, das wir im néchsten
Kapitel betrachten werden, das Paarmengenaxiom beweisbar ist.

3 Das Potenzmengenaxiom

Sei a eine Menge. Mit den bisherigen Axiomen kann man nicht die Existenz
einer Menge beweisen, die alle Teilmengen von a enthélt. Wir brauchen also
ein neues Axiom.

Potenzmengenaxiom (Pot)
Zu jeder Menge a gibt es eine Menge, die alle Teilmengen von a enthdlt, i.e:
Ve JyVz(zCx—z€y).

Nach Anwendung einer geeigneten Aussonderung erhalten wir zu jeder
Menge a € A die Menge aller Teilmengen von a.

Definition 3.1 (Potenzmengenoperation). Sei a € A eine Menge. Nach Pot
gibt es eine Menge ¢, die alle Teilmengen von a enthélt. Wir definieren die
Menge Pot (a) :={b € c| b C a}. Sie existiert, denn es gilt:

Pot, Aus =Vx Vw Iy Vz(z €y zcwAhzCx).
Sei a € A. Es gilt:
e ) € Pot(a)
e a € Pot(a)
e Pot(0) = {0}

Definition 3.2 (Einermenge). Sei a € A. Wir definieren die Menge {a} :=
{b € Pot(a) | b= a}. Sie existiert, denn es gilt:

Pot, Aus =¥z Jy Vz(z € y <> z € Pot (x) Nz = ).



Die Finermenge von a enthilt genau das Element a. Bemerke, dass im
Allgemeinen die Mengen a und {a} verschieden sind: es gilt immer a € {a},
aber im Allgemeinen nicht {a} € a. Zum Beispiel, {0} ¢ 0. Mit den bishe-
rigen Axiome kénnen wir aber nicht ausschliessen, dass es Mengen a geben
kann mit a = {a}. Erst mit dem Fundierungsaxiom kénnen wir die Existenz
solcher Mengen ausschliessen.

Seien nun a und b Mengen. Wir kénnen dann die Menge {a,b} :=
{a} U {b} definieren. Wir kénnen auch Dreiermengen definieren, indem wir
{a,b,c} := {a,b}U{c} setzen. Induktiv definieren wir, nach Pot, U-Ax und
Aus wohldefiniert:

firn>1:{ag,...,an} :={ao,...,an—1} U {an}.

Satz 3.3 (Schema). Fiir allen > 1 gilt:
V%bemmnw%}ﬁb:amw~vb:aa. (3)

Beweis. Durch vollstdndige Induktion.
Fiir n=1: Es gilt wegen der Definition der Vereinigungsmenge:

be{ag,a1} <> b=apVb=a.

Fiir n > 1: Nehme an, (3) gilt fiir n. Nach Definition von {ao, ..., an+1} und
nach Induktionsvoraussetzung gilt:

be{ap,....,any1} > be{ao,...,an} Vb e {ans1} (nach Def.)
—b=ayV---Vb=a,Vbe{ani1} (nach Ind.Vor.)
“b=aV---Vb=a,Vb=ap41

4 Das Unendlichkeitsaxiom

Mit den bisherigen Axiomen kann man nicht die Existenz von unendlich
vielen Mengen im Universum beweisen. Betrachte z.B. folgende Reihe von
Mengen:

0.{03.{0,{0}},. .. (4)

Aus den Axiomen kann man nicht die Existenz einer Menge beweisen, die
alle unendlichen Glieder dieser Folge enthélt. Wir brauchen also ein neues
Axiom, welches unendliche Mengen gewéhrleistet.



Unendlichkeitsaxiom (Inf)

Es gibt eine Menge, die die leere Menge enthdlt und mit jedem b auch bU{b},
ie:
("0 e AVz(z €z — 2zU{z} €)).

Zur Notation: wir schreiben”() € 2” fir Vy (Vz (z € y = 2 # 2) = y € z).
Inf ist das einzige Axiom, das die Existenz unendlicher Mengen sicher-
stellt.

Definition 4.1. Die Menge a ist induktiv :<» ) € a AVb (b € a — bU {b} € a).

Also besagt Inf, dass es eine induktive Menge gibt.
Sei ag eine induktive Menge (sie existiert nach Inf). Nach Anwendung
von Aus erhalten wir die Menge:

d:={b € ag | Ve (c induktiv — b € ¢)}.

Die Menge d enthilt die Mengen, die Element aller induktiven Mengen
sind.

Satz 4.2. Die Menge d ist induktiv. Es gilt: Ve (c induktiv — d C ¢).

Beweis. Die leere Menge () ist Element von d, da sie in allen induktiven
Mengen enthalten ist. Sei nun b ein Element von d; b ist also Element aller
induktiven Mengen, und daher auch b U {b}. Es folgt, dass b U {b} Element
von d ist. Wir haben also gezeigt, dass d eine induktive Menge ist. Die zweite
Eigenschaft folgt direkt aus der Definition von d. O

Aus diesem Satz folgt, dass d (im Sinne von C) die kleinste induktive
Menge ist.

5 Einige wichtige Begriffe der Mathematik

In diesem Kapitel werden wir einige wichtige Begriffe der Mathematik defi-
nieren, insbesondere das kartesische Produkt und den Funktionsbegriff.

Definition 5.1 (Paarmengenbildung). Seien a; und ag € A. Wir definieren
die Menge (a1, a2) := {{a1},{a1,a2}}. Sie ist nach Pot, U-Ax und Aus
wohldefiniert.

Satz 5.2. (a1,a2) = (b1,b2) — a1 = b1 A az = bs.

Beweis. Sei (a1, a2) = (b1, b2), also {{a1},{a1,a2}} = {{b1}, {b1,b2}}.

Falls a; = ag: es gilt {b1} = {a1} = {a1,a2} = {b1,be}, also a1 = b; und
b1 = bs.

Falls a1 # ag: es ist {a1} = {b1} und {a1,a2} = {b1,b2}, also a; = b; und
as = by. ]



Definition 5.3. Die Menge a ist geordnetes Paar : <> Jajaz a = (a1, a2).

Bemerkung 5.4. a; € by Aag € by — (a1,a2) € Pot (Pot (by U by)).

Beweis. Seien a; € by und ag € by. Es gilt: {a1}, {a1,a2} C by U by. Das
heisst: {a1}, {a1,a2} € Pot (by Uba}). Es folgt, dass (a1, a2) C Pot (Pot (by U ba)).

O

Definition 5.5. Wir definieren:

1. (a) == a.
2. Firn > 1: (ag,...,ay) := ((ao,...,an,l) ,an>.

Satz 5.6 (Schema). Fiirn >0 gilt:

(agy ... an) = (boy...,bn) > ag=bog A -+ ANa, = by,. (5)

Beweis. Durch vollstdndige Induktion iiber n.

Fiir n=1: Es gilt nach Satz 5.2. und Ext:

(ap,a1) <> ap =bo Na; =b;

Fiir n > 1: Nehme an, (5) gilt fiir n. Es gilt:

(agy -+ yan+1) = (boy- -+, bny1) < ((agy---yan),ant1) = ((boy-- -, bn), but1)
< (ag,...,an) = (boy...,bp) A aps1 = bpt1
SGag=bygA...an=b=nAapy1 =bps1

O

Definition 5.7 (Projektionsoperationen). Die Projektionsoperationen ord-
nen jedem geordneten Paar die linke bzw. die rechte Komponente zu; sie
sind nach Satz 5.2. wohldefiniert.

ay, falls Jas a = (a1,a9),
(),  falls a kein geordnetes Paar;

(@) az, falls Ja; a = (a1,a9),
- (a) :=
' (), falls a kein geordnetes Paar.

Bemerkung 5.8. (771 (a1,a2) ,m, (al,a2)> = (a1, a2)
Definition 5.9 (Das kartesische Produkt). Wir definieren:
by x by := {a € Pot (Pot (b; Ubz)) | a ist geordnetes Paar mit

M (a) € by A7, (a) € bg}
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Das Produkt by x by heisst das kartesische oder direkte Produkt von b; und
by. Nach Bemerkung 5.4. ist: by x by = {(a1,a2) | a1 € b1,as € ba}.

Falls by = 0 oder by = 0 ist by x by = (). Die Mengen b' := b und
bt =" x b (fiir n > 1) heissen kartesische Potenzen von b.

Definition 5.10. Wir definieren:

1. Die Menge a ist eine Relation :<> a ist eine Menge von geordneten
Paaren.

2. a ist eine Relation tiber b :<+ a C b x b.
Beispiel 5.11. Folgende Mengen sind Relationen:

die leere Relation 0

e die Allrelation a x a tiber der Menge a
e die Identititsrelation id, := {c € a X a | m (c) = m, (¢)}
e die €-Relation €,:={c€axa|m(c) € m (c)}

Definition 5.12. Wir definieren:
Def(a) := {m (c) | c € a}, falls a eine Relation ist,

0 sonst.

r S s fall i Relati 3 t,
Bild(a) := é” (c)|ce€a} Sé(i)nssta eine Relation is

Feld(a) := Def(a) U Bild(a).

Sei (a1,a2) = {{a1},{a1,a2}} € a. Die Mengen {a1} und {a;,as} sind
Elemente von (Ja. Es folgt, dass a; und a2 Elemente von (JJa sind. Wir
erhalten somit, nach Aus wohldefiniert:

{m(c) | cea}l={a GUU(L\EICLQ (a1,a2) € a}
{m(c) | c€a}l={az €| J|Ja|Ta1 (a1,a2) € a}

Es folgt, dass Definition 5.12. wohldefiniert ist (insbesondere dass die
Mengen Def(a) und Bild(a) existieren).

Definition 5.13 (Der Funktionsbegriff). f ist eine Funktion (kurz: Fknf)
genau dann, wenn f eine Relation ist und fiir alle a1, a9, af gilt:
(a1,a2) € f A (a1,a5) € f — ag = aj.

Sei f eine Funktion. Dann:

e Def(f) ist ihr Definitionsbereich

11



e Bild(f) ist ihr Bildbereich

Notation 5.14. Wir schreiben f : X — Y falls f eine Funktion ist mit
Def (f) =X und Bild(f) CY.

Beispiel 5.15. Wir haben:
e« ):0—10
e id,:a—a
Definition 5.16 (Der Funktionswert von a; unter f).
ag mit (ay,a2) € f, falls Fkn f A aq € Def(f);
flar) =
@, sonst.
Definition 5.17. Wir definieren:

(i) fisteine Injektion <> Fknf AVab(a,b € Def(f)Na #b— f(a) # f(D)).

(ii) f ist eine Injektion von X in Y (kurz: X SLN Y) o f: X =>YA
f ist Injektion

Definition 5.18. Wir kénnen auch die Hintereinanderschaltung oder Kom-
position von Funktionen definieren:

{(a,g(f(a))) | a € Def(f)}, fallsfund g Funktionen sind
gof:= mit Bild(f) C Def(g);
@, sonst.
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