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1 1 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND BEISPIELE

1 Grundlegende Definitionen und Beispiele

Im Rahmen dieses Seminars beschéftigen wir uns mit der Darstellungstheorie
von Kéchern. Im mathematischen Sinne ist ein Kécher nichts anderes als ein
endlicher gerichteter, nicht notwendigerweise zusammenhéngender Graph.
Dabei konnen sowohl Schleifen wie auch Mehrfachpfeile vorkommen.

Im Folgenden betrachten wir alle Vektorrdume iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper k.

Eine Kategorie C' ist gegeben durch zwei Daten. Einerseits der Klasse von
Objekten Ob(C'), hier die Menge der Darstellungen von @), und der Menge
Mor(C) der Morphismen, hier Homg(X,Y). C ist zudem mit einer Kom-
position von Morphismen versehen, die folgende zwei Eigenschaften erfiillen
muss.

1. (Assoziativitdt) Sind W, XY, Z Objekte aus Ob(C'), so gilt (fog)o
h = fo(goh) fir alle Morphismen f : Y — Z, g : X — Y und
h:W—X.

2. (Identitdtsmorphismen)  Zu jedem Objekt Y gibt es einen Morphis-
mus idy : Y — Y mit idy o g = ¢ fiir alle Morphismen g : X — Y
und alle Objekte X € Ob(C), und f oidy = f fiir alle Morphismen
f:Y — Z und alle Objekte Z € Ob(C).

Einige Beispiele fiir Kategorien sind

e Die Kategorie der Gruppen: Objekte sind die Gruppen, Morphismen
sind die Gruppen-Homomorphismen. (analog fiir Ringe und Kérper)

e Die Kategorie der k-Vektorrdume: Objekte sind die k-Vektorrdume,
Morphismen sind die linearen Transformationen.

e Die Kategorie der topologischen Raume: Objekte sind die topologischen
Raume, Morphismen sind die stetigen Abbildungen.

Definition Ein Morphismus f : X — Y heisst Isomorphismus, wenn er
ein beidseitiges Inverses g : Y — X besitzt, d.h.

fog=idyund go f =idx.
Ein Isomorphismus mit X =Y heisst Automorphismus.

Ein Spezialfall des Isomorphiebegriffes sind beispielsweise Homoéomorphis-
men als Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Rdume und ste-
tigen Abbildungen. Vorsicht: Der Begriff [somorphismus ist nicht mit einem
bijektiven Homomorphismus gleichzusetzen. So existieren zum Beispiel bi-
jektive, stetige Abbildungen zwischen topologischen Réumen, deren Inverse
nicht mehr stetig sind.
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Definition: Ein Kdcher ist ein Quadrupel @ = (Qo, @1, s,t), wobei Qq, Q1
endliche Mengen (die Mengen der Knoten bzw. der Pfeile) bezeichnen und

5,1 Q1 — Qo

sind Abbildungen, die jedem Pfeil in ); die dazugehorige Quelle bzw. das
dazugehorige Ziel zu.

Beschriften wir die Knoten mit ¢, j,... und die Pfeile mit «a,3,..., dann
konnte ein Kocher zum Beispiel folgendermassen aussehen.

Definition: Eine Darstellung X eines Kochers () besteht aus einer Fami-
lie von Vektorraumen (V;);eq, und einer Familie von linearen Abbildungen
fa : Vo) = Vie) mit a € Q.

Eine Darstellung fiir den obigen Graphen bestiinde dann aus zwei Vek-
torrdumen V' und W und drei linearen Abbildungen f, g; und gs.

Jeder Knoten wird somit durch einen Vektorraum dargestellt und jeder Pfeil
entspricht einer linearen Abbildung.

Um von einer Darstellung in eine andere zu wechseln, ist die folgende Defi-
nition niitzlich.

Definition: Seien X = ((V;)ZEQO? (foc)ate) und YV = ((VVi)ierv (ga)a€Q1)
Darstellungen eines Kéchers ). Ein Morphismus ¢ : X — Y ist eine Familie
von linearen Abbildungen (¢; : X; — Y;), sodass das folgende Diagramm fiir
alle a € (01 kommutiert.

f [

Vitay ——= W)

':.'t's(a-)l ';lbl‘(ct}l

I‘['S(a} 94&} IT}{Q)
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Seien ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z zwei Morphismen. Die Familie der Kom-
positionen (;¢;)icq, ist wiederum ein Morphismus ¢¢ : X — Z. Dies kann
im folgenden Diagramm leicht eingesehen werden.

" fa -
T":s(a) — & T't(cﬂ

P sla Piia) - fa -

( )J Ha) l Vi) —— Via)
I"T'YS(Q.) L II}(Q) = ".":"J.bs(a)\\ 'J."Iqbr(t.'\'ll

1 A frcy

J!S(Q.JJ( i’t(a)J{ n(a) — s Tf(ﬂ:)

fro
Ts(a) —— Tta)

Die Menge der Morphismen X — Y bezeichnen wir mit Homg(X,Y), die
ein Unterraum von [[;c,, Hom(V;, W;) ist, und wir schreiben End(X) fiir die
Menge der Endomorphismen X — X.

Definition: Die Darstellungen eines gegebenen Kochers () zusammen mit
den Morphismen bilden die Darstellungskategorie Rep(Q,k). (Sie ist sogar
eine abelsche Kategorie)

Die Komposition von Morphismen zwischen Darstellungen eines Koéchers @)
ist assoziativ, was man leicht mit folgendem Diagramm sieht.Zusétzlich exis-
tiert ein neutrales Element idy : X — X mit idx = (idy; )ieq, fiir alle i € Q.

Viw —— Vi)

ids(c\)l id\‘(cul

I’;(a) - 1'";,(&)

Definition: Eine Darstellung X = (V;, f.) von @ heisst endlich dimensio-
nal, falls alle Vektorraume V; endlich dimensional sind. Unter dieser Annahme
ist die Familie

dim X := (dim V});eq,
definiert als der Dimensionsvektor von X. Dieser liegt in der additiven Grup-
pe Z2° welche aus allen Tupeln n = (n;);cq, besteht. Mit (¢;);cq, bezeichnen
wir die kanonische Basis von Z?° so dass n = Zz‘er n;e; gilt.

Bemerkung 1: Fiir eine exakte Folge von endlich dimensionalen Dar-
stellungen eines Kochers )

025 M2 M2 gt 2 g

gilt
dimM = dimM’ + dimM”.
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Dies kann folgendermassen eingesehen werden. Weil die Folge exakt ist, gilt
nach Definition jeweils ker ¢; = Im ¢; ;. Nach der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen (aus Linearer Algebra I) gilt

dimM = dim(ker ¢3) + dim(Im ¢3)
= dim(Im ¢,) + dim(ker ¢,)
——

=M

Aufgrund der Linearitéit von ¢; gilt nun aber ¢1(0) = 0, also ist ker ¢y =

Im ¢; = {0} und hat folglich Dimension 0.

Aus dimM’ = dim(ker ¢o) +dim(Im ¢5) = dim(Im ¢5) folgt die Behauptung.
=0

Bemerkung 2: Zwei isomorphe endlich dimensionale Darstellungen haben

den selben Dimensionsvektor. (folgt direkt aus Bemerkung 1)

0—-0—->M-—>M —0

Ein zentrales Problem der Ko&chertheorie ist die Beschreibung von Isomor-
phieklassen von endlich dimensionalen Darstellungen fiir bestimmte Kécher
mit einem bestimmten Dimensionsvektor.

Definition: Ein Koécher @ ist von endlichem Darstellungstyp, wenn )
nur endlich viele Isomorphieklassen der Darstellungen fiir jeden gegebenen
Dimensionsvektor hat.

Dies méchten wir nun an ein paar konkreten Beispielen veranschaulichen.

Beispiel 1:  (Schleife)
e

Die Schleife ist ein Koécher L mit einem Knoten ¢ und einem Pfeil o mit
s(a) = t(a) = i. Eine Darstellung dieses Kochers ist folglich ein Paar (V f)
mit einem Vektorraum V und einem einem Endomorphismus f von V. Der
Dimensionsvektor ist also gerade die Dimension von V. Ein Morphismus von
(V, f) nach (W, g) ist eine lineare Abbildung ¢ : V' — W, so dass ¢f = go.
Sei (V, f) eine gegebene Darstellung mit gegebener Dimension n. Wéhle einen
Isomorphismus ¢ : k" — V. Dann konnen wir f mit einer (n x n)-Matrix A
identifizieren.

n A kﬂ

k
1
V

I,
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Jeder Isomorphismus v : k™ — V kann in ¢ und einen Automorphismus von
k™, einer invertierbaren (n x n)-Matrix B zerlegt werden. Entsprechend kann
f mit der Matrix BAB™! identifiziert werden.

E

kn
B BJ’

i kn A kn iy

|

L

1%

4

e

¥ 5

Die Isomorphieklassen n-dimensionaler Darstellungen von L entsprechen al-
so den Konjugationsklassen von (n x n)-Matrizen. Diese konnen bekanntlich
durch die Jordannormalform klassifiziert werden. Es gibt also unendlich viele
Isomorphieklassen fiir die Darstellung von L mit einer gegebenen Dimension.

Beispiel 2:  (r-Schleife)

Die r-Schleife mit » > 1 ist ein Kocher L, mit einem Knoten 7 und r Schlei-

.....

.....

sen der Darstellungen von L, mit gegebener Dimension n entsprechen jeweils
r-Tupeln von (n x n)-Matrizen, eindeutig bis auf simultane Konjugation.

g M g

?J 5ol

A S
g

C A,B
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km

Beispiel 3:  (r-Kronecker-Kécher)
Der r-Kronecker-Kocher K, ist ein Kécher mit zwei Knoten ¢, j und r Pfeilen

-----

vektor ist das Paar der Dimensionen von V und W.
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Ky: — i—=j

Wir suchen nun die Isomorphieklassen der Darstellungen von K, mit ge-
gebenem Dimensionsvektor (m,n). V' hat also Dimension m und W hat
Dimension n. Wir konnen wie im letzten Beispiel jede lineare Abbildung
fi © V. — W mit einer (n x m)-Matrix A; identifizieren. Die Isomorphie-
klassen der Darstellungen mit Dimensionsvektor (m,n) entsprechen also r-
Tupeln von (n x m)-Matrizen, eindeutig bis auf simultane Multiplikation
einer invertierbaren (n x n)-Matrix N von links und einer invertierbaren
(m x m)-Matrix M von rechts.

e r=1

Multipliziert man eine Matrix mit einem bestimmten Rang mit einer
invertierbaren Matrix (also einer Matrix mit vollem Rang), so bleibt
der Rang dieser Matrix bestehen. Ausserdem sind Matrizen mit dem-
selben Rang zueinander konjugiert. Deshalb kénnen die Darstellungen
nach Rang klassifiziert werden. Fiir K; gibt es also nur endlich viele
Isomorphieklassen von Darstellungen mit gegebenem Dimensionsvek-
tor.

e r>2

Im Fall » > 2 ist die Klassifikation von L,_; folgendermassen in derjeni-
gen von K, enthalten. Weil wir in L,_; nur einen Knoten und entspre-
chen in der Darstellung nur einen Vektorraum mit gegebener Dimension
n haben, betrachten wir nun eine Darstellung von K, mit Dimensions-
vektor (n,n) und zwar so, dass fi invertierbar ist.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass f; =
idgn (sonst konnte man eine geeignete Basistransformation durchfiihren).

Die anderen linearen Abbildungen fs, ..., f. konnen dann mit (n x n)-
Matrizen identifiziert werden (eindeutig bis auf simultane Konjugati-
on).

Der Spezialfall der Darstellung von K, mit Dimensionsvektor (n,n) hat
also gemiss Beispiel 1 und 2 unendlich viele Isomorphieklassen.

Beispiel 4:  (S,)
Mit S, bezeichnen wir den Kécher mit »+1 Knoten 41, ..., ., 7 und r Pfeilen
(oq i — J)i=t,p

i9

laﬁ

v . =31 . .
8 R Rt

ia
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Eine Darstellung M von S, besteht also aus r+1 Vektorrdumen Vi, ..., V., W
und r linearen Abbildungen f;: V; — W.

Wir kénnen nun M mit den Bildern von f; identifizieren. Dann entsprechen
die Isomorphieklassen der Darstellungen mit Dimensionsvektor (my, ..., m,,n)
den r-Tupeln (Ey, ..., E,) von Unterrdumen E; C k" mit dim E; < m;, i =
1,...,r, eindeutig bis auf g(E1, ..., E,) := (¢9(F1),...,g(E,)) mit g € GL(n).
Die Klassifikation der Darstellungen von S, ist also dquivalent zur Klassifi-
kation von r-Tupeln von Unterrdumen eines gegebenen Vektorraumes.

o r=1
Es gilt S; = K;. Diesen Fall haben wir also bereits in Beispiel 3 abge-
deckt.

o r=2
Fiir r = 2 miissen wir die Paare (Ej, F5) von Unterrdumen E; C

k™ klassifizieren. Diese Klassifikation geschieht aufgrund des Tripels
(dim Ey,dim By, dim(E, N Ey)) =: (a,b,¢) € Z* (0 < ¢ < min(a,b)).
Es gibt in diesem Fall also insbesondere nur endlich viele Isomorphie-
klassen von Darstellungen mit bestimmtem Dimensionsvektor.

Man kann zeigen, dass auch fiir » = 3 nur endlich viele Isomorphieklassen
von Darstellungen mit gegebenen Dimensionsvektor existieren. Fiir r > 4 gilt
dies nicht mehr.

Der Satz von Gabriel gibt eine vollstidndige Beschreibung der Kocher von
endlichem Darstellungstyp, also von Darstellungen mit endlich vielen Iso-
morphieklassen.

Satz: (Gabriel)

Ein Kocher ist genau dann von endlichem Darstellungstyp wenn jede Zu-
sammenhangskomponente des zugrundeliegenden ungerichteten Graphen ein
einfach-geschniirtes Dynkin-Diagramm ist.

Die simply-laced Dynkin-Diagramme sind die folgenden.

A, . LRy } ° ° (r vertices, r > 1)
B ° o ..o . ° (r vertices, r > 4)
.

Eﬁl [ ] . [ ] (] [ ]
°
Ey e— e e e——eo— @
°
Fg : PO 'S S (U - . .

Beispiel: K; = 57 hat Typ A,, Sp hat Typ Az, S3 hat Typ Djy.
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