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1 Einfithrung

Sei @ ein fest gelegter Kocher. Dann sind S(4), P(i), I (i) mit i € Qo spezielle Fami-
lien von Darstellungen. Wenn () “’schon” ist, dann kann man diese spezielle Darstel-
lungen benutzen, um alle andere Darstellungen von () zu konstruieren. Wir werden in
diesen zwei Stunden diese Familien einfiihren und ihre Eigenschaften erkldren.

Wegen der Aquivalenz zwischen der Kategorie der Darstellungen und der Kategorie
der links-k@Q-Module, die wir gesehen haben, gibt es auch eine Aquivalenz zwischen
S(4), P(¢) bzw. I(i) und einfachen, projektiven bzw. injektiven Module, woraus die
Namen der Darstellungen kommen.

Fiir die Notationen und Nummerierung der Lemmas haben wir grosstenteils dieje-
nige vom Skript von Krause [2] benutzt.

2 Erinnerungen

2.1 Funktoren

Seien C, D Kategorien. Sind X, Y Objekte von C, so schreiben wir C(X,Y) fiir die
Morphismen zwischen X und Y.

e Ein Funktor F : C' — D ist eine Zuordnung
F:C—D

Ob: X — F(X)
Mor: (f: X =Y)— (F(f): F(X) = F(Y))
so dass gilt:
I F(fog)=F(f)oF(g) fir feC(Y,Z),g € C(X,Y),
2. VX € Ob(C) ist: F(’de) :’idF(X).
e Einen Funktor F' : C' — D, mit der Zuordnung
F:C—D
Ob: X — F(X)
Mor:(f: X ->Y)— (F(f): F(Y) - F(X))
so dass gilt:
1. F(fog)="F(g)oF(f) fiurfeC(Y,Z),g€ C(X.Y),
2. VX € Ob(C) ist F(de) :idF(X)

nennt man ein kontravarianten Funktor von C nach D.

Bemerkung: Wenn man die entgegengesetzte Kategorie C°P betrachtet (d.h. die Ka-
tegorie, die man aus C' erhilt, indem man die Morphismen C°?(X,Y) := C(Y, X)
setzt, also wenn man die Richtung der Morphismen umkehrt), so kann man den kon-
travarianten Funktor oben als einen Funktor F' : C°P? — D sehen.



2.2 Dualitit zwischen endlichen Vektorriume

Wie es aus der Lineare Algebra bekannt ist, ist der Dualraum eines endlich dimensio-
nalen Vektorraums V iiber einem Korper £ definiert als

V*:={g:V — k linear},
sowie das Duale einer linearen Abbildung f : V — W als
Wt v
A—Adof
Das Ganze ist in Figur 1 als Diagramm dargestellt.
() : Vec(k) — Vec(k)
Vo= v

flo— |

Abbildung 1: Diagramm der Dualitét zwischen Vektorraumen

Beispiel 1. (-)* ist eine Kategoriendiquivalenz Vec(k) — Vec(k) mit Selbst-Pseudo-

Inversem (-)*, denn 3 natiirlicher Isomorphismus € : idvye) = ((1)*)*. Die Existenz
eines solchen € folgt sofort aus der Existenz (siehe Linalgll) des kanonischen Isomor-
phismus

€V:V—>: |

ev, : V¥ — k
UV +H—
A= A(v)

zwischen jedem Vektorraum V' € Ob(Vec(k)) und sich selbst, wobei ev,, die Auswer-
tungsabbildung ist.

Lemma 1.5.1 (VR Version) Seien V, W zwei Vektorriaume. Dann existiert ein Isomor-
phismus

ovr : Hom(W,V*) = Hom(V,W*)

Beweis. Z.z. ist die Existenz eines solchen ¢yg.
Nach der Existenz von €y (siehe Beispiel 1) kann man leicht iiberpriifen (analog wie
im Beweis von Lemma 1.5.1 (Darst. Version) unten), dass

ovr 1 Hom(W,V*) — Hom(V,W™)
(p: W =>V*)— ¢ oey

es tut. ]



3 Dualitiit zwischen Darstellungen

Ziel dieses Kapitels ist, die obige Konstruktionen (fiir Vektorraume) auf Darstellungen
zu verallgemeinern.

Definition 1. Fiir ein Kocher Q) definiert man den zugehorigen entgegengesetzten Ko-
cher Q°, indem man einfach nur die Richtung der Pfeilen von @ invertiert.

Ein Beispiel sieht man in Figur 2.

Q 343\2 QP 342\2
e e

) &

Abbildung 2: Beispiel eines entgegengesetzten Kocher

Definition 2. Gegeben seien ein Kocher Q@ = (Qo, Q1, s, t) und ein endlicher Kérper ]))(lej(zt;(mnxa)

k. Fiir eine Darstellung X = (X;, X,) von Q definiert man die duale Darstellung DX entspricht einfach

. . der “alten” Notati
mittels dem kontravarianten Funktor o poaen
X = (Vi, fa)

D : Rep(Q, k) — Rep(Q”, k)

als:

(.D)()Z = (XZ)*,Z S Q()
(DX)a = (Xa)" 0 € Q1

(d.h. punktweise dualisieren), und analog fiir einen Morphismus ¢ : X — Y zwischen
zwei Darstellungen X, Y definiert man den dualen Morphismus

D(¢)i == (¢:)",i € Qo.
Das Ganze ist in Figur 3 als Diagramm dargestellt.
D : Rep(Q, k) — Rep(Q*, k)
{Xi, Xo} = X — D(X) = {X], X[}
¢| — |D(@)

Y — D(Y)

Abbildung 3: Diagramm der Dualitit zwischen Darstellungen



Abbildung 4: Beispiel einer dualen Darstellung

Bemerkung: Diese Definition fiir Darstellungen stimmt mit der Definition fiir Vek-
torrdume iiberein, indem man den Kocher () betrachtet, der nur aus einem Knoten
besteht.

Beispiel 2. Ein Beispiel einer dualen Darstellung ist in Figur 4 gegeben.

Lemma 1.5.1 (Darst. Version) Seien X € Rep(Q, k), Y € Rep(Q°P, k).
Dann gibt es ein kanonischen Isomorphismus

ex : X — D?X,
(definiert durch ¢; : X; — X;*,Vi € Qo)
der einen (natiirlichen) Isomorphismus
¢par : Hom(Y, DX) — Hom(X, DY)
¢ r— (D¢)oex
induziert.

Beweis. Z.z.: ppy, ist ein [somorphismus.
Wir behaupten, dass das gesuchte beidseitige Inverse von p,, folgendes ist:

Tpar : Hom(X, DY) — Hom(Y, DX)
Y r— (Dy)oey

In der Tat, wie man im Diagramm in Figur 5 sehen kann, gilt:

©Dar © Toar = tdHom(X,DY)

TDar © ¥Dar = A Hom(Y,DX)



D¢
DY <=—D?X

(p:Y — DX) A~ ex
Dgoex
X
Dy
DX <—— D%
oy - (¢: X - DY)
Dioey
Y

Abbildung 5: Beweis von Lemma 1.5.1 (Darst. Version)

4 Einfache Darstellung: S(<)

Definition 3. Gegeben seien zwei Darstellungen X,Y von Q.
Man nennt X eine Unterdarstellung von Y (X C YY), falls folgendes gilt:

1. Vi € Qq: X, ist ein Unterraum von 'Y;
2. VaeQ,x € Xs(a) : Xa(.’L') = Ya(SL’)

Beispiel 3. Ein Beispiel einer Unterdarstellung ist in Figur 6 gegeben.

M) L ¥ 3
v /H\ ”:Eﬂ) H\)

Abbildung 6: Beispiel einer Unterdarstellung

Definition 4. Man sagt, dass eine Darstellung X einfach ist, falls sie nicht-trivial ist
und keine echten nicht-trivialen Unterdarstellungen # X besitzt.

4.1 Die Darstellung S(¢)

Sei Q = (Qo, Q1, s,t) gegeben, und fixiere einen Knoten i € Q.
Man definiert die Darstellung S(7) als:

Nk, fallsj=7 _ .
S(’)j_{o, falls j £ ¢ 10rJ € Qo

S(i)e = fir o € Q1



Diese Darstellung ist offensichtlich einfach, da weder k£ noch 0 nicht-triviale Un-
terrdume besitzen. Das Duale D(S(¢)) ist dann:

S = k* = {Lin.k—k}, fallsj=1
YiT 00 = {0~ 0}, falls j # @

S@H):=0":A—X00=0

Beispiel 4. Ein Beispiel der Darstellung S(i) und ihrem Dualen ist in Figur 7 gegeben.

4~ 7777 ~ite Knoten PY

N J .
0 0*
0 0 gt S0

) &

0 0

Abbildung 7: Beispiel von S(i) und D(S(7))

Proposition 1.6.1 Sei @ = (Qo, @1, s,t) ein Kocher, der keine orientierte Zyklen
enthilt, und sei S eine beliebige einfache Darstellung von (). Dann existiert immer
genau einen Knoten ¢ € Qg so, dass S = S(3).

Beweis. Wegen der Aquivalenz zwischen die Kategorien der Darstellungen und die
Kategorien der £(Q)-Modulen, wird diese Beweis am einfachsten fiir £()-Modulen durch-
gefiihrt. Fiir den ausfiihrlichen Beweis verweisen wir auf Prop. 1.3.1 im Skript von
Brion [1]. O

5 Projektive P(z) und injektive I(z) Darstellungen

5.1 Vorbereitung-Notationen
Definition 5.

o Gegeben sei eine Menge M.
Dann schreibt man k[M] fiir den Vektorraum mit Basis M, d.h.

k[M] = {Z ApZp t Tp € M, Ny € k und fast alle A, = O}
P

e Sei ¢ : M — N eine Abbildung zwischen zwei Mengen.
Mit k[¢] ist die lineare Abbildung

klg] : k[M] — E[N]

Z ApZp — Z Ap®(zp)



gemeint.

Definition 6. Sei QQ = (Qo, Q1, s,t) ein beliebiger Kicher und seien i, j € Qo.
Dann definieren wir:

e Q(i,7) := die Menge aller Wege &, die in i starten und in j enden, d.h.
Q1,7) :==A{&: s(§) = i,1(§) = j}

e Durch die schon gesehene Komposition von Wegen, konnen wir auch folgende
Konstruktion betrachten:

Q(i,8) « Q(i,s(§)) — Qi t(€))
pr—E&ou

bzw.
Q& 7) = QE(8), ) — Q(s(8),4)
v—rvof
5.2 Die Darstellung P(%7)

Definition 7. Sei Q = (Qo, @1, s,t). Fiir ein fixiertes i € Qq definieren wir die
projektive Darstellung P (i) wie folgt:

P(i); = k[QG, J)],  fiirj € Qo
P(i)a = k[QU, )], fiir € Qy

(Beispiel spiiter...)

5.3 Die Darstellung I(7)

Definition 8. Durch Verwendung der Dualitit an P(i) definieren wir die injektive
Darstellung 1(7) wie folgt (wieder i € Qq fixiert):

I(i); = k[Q(j,9)]", fiirj € Qo
I(i)o = k[Q(c, )", fiira e @y

Bemerkung: Man sieht sofort, dass gilt:

1) = DP(i),
wobei P(i) eine projektive Darstellung von Q°7 ist, denn

DP(i); = k[Q™ (0, 5)]" = KlQU, )" = 1(i);-

Beispiel 5. Ein Beispiel der Darstellungen P(i) und I(i) ist in Figur 8 gegeben.
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Abbildung 8: Beispiel von P (i) und (i)

5.4 Wichtige Eigenschaften von P () und I(7)

Lemma 1.7.1 Sei X eine Darstellung von Q).
Dann gibt es zwei natiirlichen Isomorphismen

() Hom(P(i),X) = X;

(i) Hom(X,I(i)) = (X;)*

Q3 2)]
k[Q(ay,2



(i) Betrachte den Isomorphismus

Beweis.
Hom(P(i), X) — X;
(¢: P(i) = X) — ¢iles)
und sein Inverses
§ = Xg, 0.0 X, (2)

fiir ein Basiselement £ =, o ... 0 & von P(i);.

(ii) Es gilt:
Lemrrfl\a/ 1.5.1

Hom(X,I(i)) = Hom(X,DP(i)) =
=~ Hom(P(i), DX) £ X;.

Lemma 1.7.2

(i) Die Darstellungen P(i), ¢ € Qo sind paarweise nicht isomorph.
(ii) Die Darstellungen I(7), i € Qg sind paarweise nicht isomorph.

Beweis. Wir fixieren zwei Knoten i, j € ()y und nehmen widersprucherweise an, dass
P(j) = P(i) (bzw. I(j) = I(¢)). Dann:

(1)
Lemmal.7.1 (i) P(j)x Lemmal.7.1 (i)
k= S5(); = Hom(P(i),S(4)) = =
~ o Kk, fallsj=i
=50); = {0, falls j # i

Daraus folgt, dass 7 = ¢ sein muss.

(i) Analog:
Lemmal.7.1 (ii) I(5)=2I(1) Lemmal.7.1 (ii)
k* = S5(1); ~ Hom(S(i),I(i)) =  Hom(S(i),I(i ~
k*, fallsj =1
0*, fallsj#1i-

Daraus folgt, dass 7 = ¢ sein muss.

~ §(i)* =

J

Lemma 1.7.3 Sei @ ein Ko6cher, der keinen orientierten Zykel enthélt.
Dann sind P(¢) und I(¢) endlich-dimensional mit

End(P(i)) = k = End(I(i)).
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Beweis. Da (@ keinen orientierten Zykel enthilt, ist Q)(i, j) endlich, Vi, j (da @ endlich
ist). Daraus folgt sofort aus der Definition von P(¢); (bzw. I(i);), dass sie endlich-
dimensionale Vektorrdaume sind.

Fiir den zweiten Teil des Lemmas, es gilt:

Lemmal.7.1 (i)
End(P(i)) = Hom(P(i), P(i)) = P(i); = K[Q(,9)] = k

bzw.

Lemmal.7.1 (ii)
~

End(I(i)) = Hom(I(i), I(3)) = I(i);
= (K[Q(i,9)))™ = k[Q(i,i)] = k
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