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1 Homogene und inhomogene Koordinaten

Definition. Wir wihlen eine Basis {vg,v1,...,vq} von V fest. Dann kann man
jeden Vektor

v="kovo+kivi+...+kgvg€V

eindeutig durch seine Koordinaten (ko, k1, ..., kq) darstellen.
Wir sagen, ein Punkt (v) von P(V) hat homogene Koordinaten (ko, k1, ..., kq), falls

<V> = <I{30V0 + kv 4+ ...+ k:dvd>

Diese sind jedoch nur bis auf Multiplikation mit A € K'\{0} eindeutig. Wir schreiben

P=(ko:ki:...:kg), falls P = (kovo + k1vi + ... + kava).
Satz. Seien P1,Ps,...,P; Punkte mit homogenen Koordinaten
Pi=(kio:ki:...ikig) i=1,...,¢
Dann gilt: Genau dann sind P4, P, ..., P; unabhéngig, wenn die Matrix
ko kin ... ki
ko koo ki

den Rang t hat.

Korollar. Drei Punkte Py, Po, P3 liegen genau dann auf einer Geraden, wenn die
Matrix

klo kl 1 .« kld
koo ko1 ... kaa
kso k31 ... ksq

vom Rang < 2 ist.

Satz. Sei V ein Vektorraum der Dimension d+1 {iber dem Schiefkérper K, und
sel P(V) der zugehérige projektive Raum. Sei H eine Hyperebene von P(V). Dann
sind die homogenen Koordinaten der Punkte von H die Loésung einer homogenen
Gleichung mit Koeflizienten aus K. Umgekehrt beschreibt jede homogene lineare
Gleichung ungleich der Nullgleichung eine Hyperebene von P(V).



Definition. Sei koxg + k121 + ... + kgrq = 0 die homogene Gleichung, die die
Hyperebene H beschreibt. Dann sagen wir, dass H die homogenen Koordinaten
[ko : k1 :...: kq] hat.

Korollar. Jeder t-dimensionale Unterraum U eines durch homogene Koordinaten
beschriebenen projektiven Raumes der Dimension d ldsst sich durch ein homogenes
System von d-t Gleichungen beschreiben.

Satz. Sei P = P(V) ein projektiver Raum, dessen Punkte durch homogene Koor-
dinaten (kg : k1 : ... : kgq) dargestellt sind. Dann kann einerseits jede Hyperebene
von P(V) durch ein (d+1)-Tupel [ho : hy : ... : hq] dargestellt und andererseits
jedem solchen (d+1)-Tupel eine Hyperebene zugeordnet werden. Ferner gilt:

(ko :ky:...:ka)I[ho:hy:...: hgl & koxo + k121 + ... + kqzg = 0.

Wir betrachten nun die zu einem projektiven Raum P duale Geometrie P2,
Dabei betrachten wir P als die Rang 2-Geometrie, die aus den Punkten und Hy-
perebenen besteht.

Korollar. Sei P = P(V) ein koordinatisierter projektiver Raum. Dann ist P2 =
P. Insbesondere ist P2 ebenfalls koordinatisiert. Also gilt das Dualitéitsprinzip
auch fiir die Klasse aller koordinatisierten projektiven Réume einer festen Dimension
d.

Satz. Sei H,, die Hyperebene von P(V) mit der Gleichung z¢ = 0. Dann lisst
sich der affine Raum A = P\ Hy wie folgt beschreiben:

e Die Punkte von A sind die Vektoren (k1, ..., kq) der d-dimensionalen Vektor-
raums K¢

e die Geraden von A sind die Nebenklassen der 1-dimensionalen Unterrdume
von K¢,

e die Inzidenz ist mengentheoretisches Enthaltensein.

Definition. Hat der Punkt P in A die homogenen Koordinaten (1 : &y : ... : kq),
so nennt man (k1,...,kq) die inhomogenen Koordinaten des Punktes P in A.

2 Das Hyperboloid

Definition. Sei P ein projektiver Raum.

(a) Wir nennen eine Menge 9t von Unterrdumen von P windschief, wenn je zwei
Unterrdume aus 90 keinen Punkt gemeinsam haben. Wir sprechen in einem
solchen Fall auch von windschiefen Unterrdumen.

(b) Sei 9 eine Menge von windschiefen Unterrdumen. Eine Gerade heisst eine
Transversale von M, wenn sie jeden Unterraum aus M in genau einem Punkt
trifft.

Lemma. Sei P ein projektiver Raum. Seien g; und go windschiefe Geraden, und
sei P ein Punkt ausserhalb g; und go. Dann gibt es hochstens eine Transversale von
g1 und go durch P. Falls P 3-dimensional ist, gibt es genau eine Transversale von
g1 und go durch P.



Satz (16 Punkte-Satz). Sei P ein 3-dimensionaler projektiver Raum iiber dem
Schiefkorper K. Seien {g1, g2,g3} und {hy, ha, hs} Mengen von je drei windschiefen
Geraden derart, dass jede Gerade g; jede Gerade h; schneidet. Dann gilt: Genau
dann schneidet jede Transversale g ¢ {g1,g2,g3} von {h;,hy, h3} jede Transversale
h ¢ {hi,hs,h3} von {g1, 82,83}, wenn K kommutativ (also ein Kérper) ist.

Satz von Ceva. Seinen P=(u), Q=(v), R=(w) drei nichtkollineare Punkte einer
projektiven Ebene P(V). Sei P’=(v+4aw) ein Punkt auf QR, Q’=(w+bu) ein Punkt
auf RP und R’=(u+ ¢v) ein Punkt auf PQ. Dann gilt: Die Geraden PP’, QQ’, RR’
gehen genau dann durch einen gemeinsamen Punkt, wenn abc = 1.

Definition. Sei P ein 3-dimensionaler projektiver Raum. FEine Menge SR von
windschiefen Geraden von P heisst ein Regulus (Regelfiiche), falls folgendes gilt:

e Durch jeden Punkt einer Geraden aus R geht eine Transversale von fR.
e Durch jeden Punkt einer Transversalen von SR geht eine Gerade von fR.

Es ist klar, dass die Transversalen von R paarweise windschief sind und dass die
Menge R’ aller Transversalen eines Regulus R wieder einen Regulus bilden. Wir
nennen ihn den entgegengesetzten Regulus von *R.

Satz. Sei P ein 3-dimensionaler projektiver Raum iiber dem Schiefkérper K. Seien
g1, 82, g3 drei windschiefe Geraden von P. Dann gilt:

(a) Es gibt hochstens einen Regulus, der g1, g2 und gs enthiilt.
(b) Wenn K nichtkommutativ ist, so gibt es keinen Regulus in P.

(c) Wenn K kommutativ ist, so gibt es genau einen Regulus durch g1, g2, g3.

Satz. Sei P ein 3-dimensionaler projektiver Raum iiber dem Kérper K, der durch
homogene Koordinaten dargestellt ist. Dann sind

g1 = <(17 07 Oa 0)7 (Oa 15 070)>7
g2 - <(Oa Oa 1) 0)7 (Oa 07 07 1)>a
g3 = <(17 07 11 0)7 (07 1) 07 1)>a

drei windschiefe Geraden. Die Menge Q der Punkte auf dem eindeutig bestimmten
Regulus R durch g;, go, g3 lésst sich beschreiben als

Q = {(ko : kl : kg : kg) | kokg = klkg mit kl S K, nicht alle kl = 0}
Die Koordinaten der Punkte aus Q geniigen also der quadratischen Gleichung

Loy — X1T = 0.

Definition. Man nennt Q die hyperbolische Quadrik (oder das Hyperboloid) des
3-dimensionalen projektiven Raums P.



