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Sei P stets ein projektiver Raum der Dimension d > 2. Ausser fiir Satz 1, setzen wir
voraus, dass P desarguessch ist.

Die Gruppe der Translationen

Satz 1. Sei « eine Kollineation des affinen Raumes A = P\ H. Falls die Ordnung von
P grasser als 2 ist, dann 3! Kollineation o* von P s.d. a* |a= a.

Def. T(H) := {a | a Zentralkollineation mit Achse H und Zentrum Z € H }

Satz 2. T(H) ist eine abelsche Gruppe, die scharf transitiv auf den Punkten von A ope-
riert. (Zu je zwei Punkten P,Q € A g¢ibt es genau ein a € T(H) mit a(P) = Q.)

Weiter gilt: « € T(H),a # id = a(P) # P, VP € A.

Def. Wir halten O aus A = P\ H fest. Dann ist 7p die (eindeutig bestimmte) Translation,
die O auf P abbildet. (Diese Abbildung existiert wegen dem letzten Satz.)

Somit kénnen wir ab jetzt mit den Punkten von A | rechnen® und definieren:

P +Q:=7p(Q) = 7p(1q(0))
Satz 3. Die Menge P* der Punkte des affinen Raumes A = P\ H ist mit der oben
definierten Verkniipfung + eine Gruppe und isomorph zu (T(H), o).

Bemerkung. Fiir jeden P gibt es einen ,negativen® —P. Das ist der Punkt 7p-1(0O) und
—P € OP. Es gilt also: P + (—P) = O. Weiter gilt auch: 7p1q = Tp7q.

Def. Wir halten O fest. Dann sei, fiir Z € H, T(Z, H) die Menge der Zentralkollineationen
mit Achse H und Zentrum Z.

Bemerkung. T(Z,H) ist eine abelsche Untergruppe von T(H). Wir identifizieren die Ele-
mente von T(Z,H) mit den Punkten von A der Geraden OZ, d.h. die Geraden durch O
entsprechen eindeutig den Untergruppen T(Z, H) von T(H).

Def. Sei g eine Gerade von A. Dann setzen wir

T(g) :=={m | P 1g}
Satz 4. e Die Punkte von A bilden eine abelsche Gruppe, die wir mit T bezeichnen.

o Die Geraden durch O sind gewisse Untergruppen von T. Prdziser formuliert: Ist g
eine Gerade durch O, so ist T(g) = T(Z,H), wobei Z der uneigentliche Punkt von g
15t.

Umgekehrt gibt es zu jeder Untergruppe der Form T(Z,H) von T(H) eine Gerade g
durch O mit T(g) = T(Z,H).



e Die anderen Geraden sind die Nebenklassen nach diesen Untergruppen. Wieder prdizi-
ser: Ist g eine Gerade, die nicht durch O geht, so ist

T(g9) = 7p o T(Z,H),

wobei P ein beliebiger Punkt von A auf g und Z der uneigentliche Punkt von g ist.

Umgekehrt gilt wieder: Fir alle P und alle uneigentlichen Punkte Z gibt es eine
Gerade g mit
T(g9) = 70 o T(Z,H).

Notation. Wir schreiben auch g = P 4+ OZ, wobei P auf g liegt und Z der Schnittpunkt
von g mit H ist.

Der Schiefkorper

Ziel: Aus einem projektiven oder affinen Raum einen Korper konstruieren, mit dessen
Hilfe dann die Geometrie koordinatisiert werden kann. (siehe Satz 5 & 6)

Def. Sei Do die Menge aller Zentralkollineationen eines projektiven Raumes P mit Achse
H und Zentrum O. Die Elemente von Do werden auch Dilatationen mit Zentrum O
genannt. (Achtung: Wir betrachten jetzt Homologien, d.h. O ¢ H)

Bemerkung. Der Satz von Baer impliziert sofort, dass Do eine Gruppe ist. Sie operiert
scharf transitiv auf den von O verschiedenen Punkten einer jeder Geraden durch O von
P\ H. Die Gerade g = P + OZ wird von o € Dg auf o(g) = o(P) + OZ abgebildet, da O
und Z unter o festbleiben.

Lemma. Sei
p: P*—=P X f(X):=-X=m-1(0).

Dann st i eine Kollineation, deren projektive Fortsetzung ein Element von Dg ist.

Lemma. Sei 0 € Do. Dann ist o ein Automorphismus von (P*,+) und es gilt weiter
cou=poo, aso o(—X) =—0c(X), VX € P* und Vo € Do.

Hauptlemma. Seien 01,09 € Dg. Definiere
o1+02: P*—=P*, X (014 02)(X) = 01(X) + 02(X).

Dann ist entweder o1 + oo die Nullabbildung oder die projektive Fortsetzung von o1 + o9
ist in Do.

Satz 5. Sei 0 die Nullabbildung auf P*. Wir definieren auf K = Do U {0} die Addition
wie im vorangegangenen Hauptlemma. Weiter definieren wir eine Multiplikation:

01009, falls 01,09 € Do,
0109 1=
Lo 0, falls 01 = 0 oder o5 = 0.

Dann ist (K, +,-) ein Schiefkorper.
Satz 6. Wir definieren auf P* eine Skalarmultiplikation wie folgt:
o-X:=0(X) firceK,XeP".

Dann ist P* ein K-Vektorraum.



